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1. Véges dimenzios kvantum mechanika és formalizmus

Ebben a szakaszban a kvantummechanika posztulatumait és a
kapcsolodd alapvetd linedris algebrai fogalmakat targyaljuk roviden,
valamint bevezetjiikk a kvantumfizikiban hasznalt Dirac-féle bra-ket
jelolésrendszert.

1.1. Véges dimenzios Hilbert-terek

Egy n dimenziés H Hilbert tér egy n dimenzids komplex vektortér ellatva
egy (.|.) : H x H — C pozitiv definit (belsd) skalarszorzattal:
(i) (w|v) = (v|w)" (a * komplex konjugaltat jelol)
(ila) (W]avy + Bva) = a(w|vy) + B (W|va)
(azaz linedris a masodik valtozoban)
(iib) (ywq + 0wa|v) = 7" (wy|v) + §* (Wa|V)
(avagy konjugalt linedris az els6 véaltozéban)
(iii) (v|v) € Ry és (v|v) =0 <= v = 0 (pozitiv definit)

Tovabbi definicidk és tulajdonsagok:

e Ha (w,v) = 0, akkor a w és v vektorokat merolegesnek
(ortogonélisnak) nevezziik,

e Definidlhaté a vektorok norméja: ||v| = /(v|v)

e Teljesiil a Cauchy-Schwartz egyenldtlenség: (w,v) < ||w] - ||v||

e Van ONB (ortonormalt bézis): ey, ez, ... ey, : (eile;) = d;;
(0;j =1 ha ¢ = j kiilénben 0.)

o Kifejtés ONB-ban: v => " (g|v) ¢

Példa: Legyen H = C3, és gondoljunk a vektorokra mint
oszlopvektorokra. Ekkor a legtermészetesebb belsé szorzat definicio a
kovetkezs: (w,v € H) (w|v) = w7l .v. (A *T az oszlopvektor

elemenként vett komplex konjugéltjanak a transzponaltjat jeloli.)

a d a1 [d
w=|b|v=]|e (wWlv) = | b e | =ad'd+be+cf
f c* f

Ez a skalarszorzas definicié tulajdonképpen ekvivalens azzal, hogy
ONB lesz a sztenderd koordinata bézis:
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1 0 0
e = 0 , €2 — 1 ,C3 — 0
0 0 1

De persze a sztenderd koordinata bazis mellett sok masik ONB is
akad pl.:

1 1

V3 NG 0
1 =1 0
0 0 el

Ha a sztenderd koordindta bazis ONB, akkor a *7" miivelet megfelel
az adjungélasnak. Az adjungaldst T (dagger)-rel jeloljiink. Néhany fontos
tulajdonsdga: (ha *I-ként gondolunk r4, akkor konnyen ldtszanak)

o (wlv) =wiviés (W)l =w

o (w|Av) = (WwAT|v) és (AN)T = A
o (Av)I =vIiAl és (AB)! = BT Al
o (Aw)l = Xwl és (AA)T = A+ AT

A jegyzetben a vektorterek onmagukra mend linearis leképezéseit
egyszeriien csak (linedris) operdtoroknak fogjuk nevezni, de a linedris
jelzot is lehagyjuk majd.

A legstiribben unitér operatorokkal fogunk majd foglalkozni.
Definicié szerint az U operator unitér, ha U=t = UT, avagy UTU = I.
Ezzel a definiciéval ekvivalens, hogy matrixanak oszlopai (sorai)
merolegesek egymasra és barmely oszlopanak (soranak) 1 a norméja.

Az unitér operatorok talan legfontosabb tulajdonsaga, hogy megtartjak
a skaldris szorzat értékét: (Uw|Uv) = (w|UTUV) = (w|Iv) = (w]|v)

1.2.  Vektorok és vektorterek tenzorszorzata

Legyen V és W egy n illetve m dimenzids vektortér és {ej,eaq,...ey}
illetve {fy,fs,...fin} a terek bézisai. FEkkor a V és W vektorterek
tenzor szorzata egy n - m dimenzids vektortér, amit V ® W-el jeloliink.
Ezt a vektorteret tekinthetiink dgy mint az ¢; ® f; (0 < 4,5 < n,m)
,szimbdélumokbdl” képzett {Z?jm Yij-€® fJ’ Vij € (C} formalis linearis
kombindciok altal alkotott vektorteret. Ez utébbit pedig azonosithatjuk
a C™™ oszlopvektorok terével.



Kvantum-szamitaselmélet 3

Példaul ha V = V = C2? akkor az azonositist az aldbbi
»lexikografikus” elrendezésben szokas megtenni:

e1®f1% ,e1®f2<—> ,e2®f1<% ,62®f2€>

o O = O
o = O O
_ o O O

1
0
0
0

Vektorok tenzorszorzata alatt az aldbbi (.,.) : VX W — V@ W
bilinedris bedgyazast értjitk: (V' o v =71 a;-e;, W > w = > 0 b;-fj)

(v, W) > vRw= (i%"%) ® (Zm:bjfj> ::nznfaibj-eiébfj
j=1

i=1 1,]

Tenzorszorzat az oszlopvektorok nyelvén az elébbi példaval illusztralva:

a [ b1 ] a161
1
a1 by by a1y
® — =
[ a9 ] [ bg ] a bl CLle
2 bg agbg

Megjegyzés: Sokszor hasznos a tenzorszorzatként kapott vektor
egyutthatoit tablazatos forméaban elképzelni:

1 1 1 0 { , | a1 bl a161 CL1b2
[0]®[0]—> 00 Altalanosan.[a2]®[b2]—> Gobi by

A fenti alak jol mutatja, hogy nem minden V &® W-beli vektor
all el6 tenzorszorzatként. Azokat a vektorokat amelyek elédllnak igy,
szorzatvektoroknak nevezziik, amelyek nem &llnak el6 azokat pedig
osszefonddott (angolul: entangled) vektoroknak. (Meggondolhatd, hogy
pontosan azok a szorzatvektorok, amelyek fenti tablazatos alakban irt
koordinatai 1 rangu egyiitthatomatrixot alkotnak.)

Ha V és W is Hilbert-tér, akkor ez a Hilbert-tér struktira természetes
modon atorckithetdo V@ W-re. A szorzatvektorokon az aldbbi mdédon
definidlhatjuk a skalaris szorzast: (A (.|.) alsé index azt jeldli, hogy mikor
melyik tér bels6 szorzatardl van sz6.)

(Vi ® W1|Va @ Wa)y oy 1= (V1[Va)y - (W1|wa)yy
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fgy ha {e1,eq,...en} és {f1,f2,.. . fi,} ONB, akkor €; @ f; is ONB lesz.
Ezaltal pedig a definicié kiterjesztheto osszefont vektorokra is: tetszoleges
z € V@ W vektort kifejthetd > 1" v, ; - €; ® fj alakban. Igy definidlhaté

i,J
n,m n,m n,m
(z]q) = <Z%‘,j -e; @ fj Zﬁk,z ceg ® f1> = Z’ﬁ,j - Bi;j
i ol i

1.3.  Operdtorok (azaz linedris leképezések) tenzorszorzata

Legyen A:V — V és B : W — W linearis leképezés (avagy operator).
Ekkor az AQ B : V@ W — V ® W operator szorzatvektorokon legyen
az alabbi médon definidlva:

AR B(vew):=A(v)® B(w)

Hasonléan mint az elobb a definicié linearisan kiterjeszthetd Osszefont
vektortokra is, mivel az e; ® f; bazison mar definidlva van a leképezést.

Péld4ul legyen A = [“” ‘“2] és B = [b“ b”] ekkor A ® B
21 A2 ba1  bao
blokkmatrix alakt, azaz
a“[bll 512] a12lb11 512] a11b11 anbiz ai2bin ajabio
A®B= ba1 bao ba1  bao _ a11b21 a11b22  aiaba;  a1aba
a21[b11 512] Cm[bn 512] a21011  ag1b12 @by aznbio
ba1 b2 ba1  bao a1ba1 a2 bz azbar  agba

1.4. Dirac-féle bra-ket jelolés

Mostantél a H Hilbert-tér elemeit v helyett |v)-vel fogjuk jelolni (ezek
a Dirac-féle jelolés ket vektorai), és ugy fogunk rajuk gondolni mint
egy ONB-ben felirt oszlopvektorra. A sztenderd bazis elemeit pedig
ei+1 helyett egyszerfien |i)-vel fogjuk jeldlni. A v! adjungalt (sor)vektor
helyett pedig a (v| bra vektor jelolést vezetjiik be.

Példaul a dim(H) = 2 estben az 1j jelolés igy valtja le a régit:

Vv=a-e +b ey = [Z] = al0) +b[1) = |v)

vizat e+ b el = [0t b ] =a (0] + b (1] = (v
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Megjegyzés: A skalarok és operatorok kiemelésekor vigyazni kell,
ugyanis mig |Av) = Av = A|v) és |Av) = Av = A|v) addig a bra
vektorokra (M| = (W) = Xvl = X\ (v] és (Av] = (Av)T = vIAT =
(v] AT,

A Dirac-féle jelolésrendszer szépségét az adja, hogy a skalarszorzat
jeloléséhez tokéletesen illeszkedik, és igy segit Osszevonni amit konnyen
ossze lehet:

(wv) = w' v = (w]-|v)

Kényelmesen tudunk operatorokat is definidlni az 1j jelolés

segitségével. Példaul maradva a dim(H) = 2 esetnél:

|o><oy:[(1)]-[1 0]:[(1) 8}'0””:[“'[0 1]:[8 (1)]

[gy aztén tetszOleges M operdtor kifejthets az i) (j| métrixelemek
segiségével:

mop o1

M = [ :| :m00|0> <O|+m01|0> <1|+m10]1> <O|+m11\1> <1|

mio M1

Hasonléan megy a dolog altalanos vektorokra is: vegylikk most a
|v) (w]| szorzatot, ami ugyebar egy operdtor (didd-matrix). Hogyan hat
ez az operator a |z) vektoron? A vélaszt gondolkodas nélkiil megadja a
Dirac-féle jelolésrendszer:

(lv) (w]) [2) = |v) (w[|2) = |v) (w]z) = (w]2) [v)

Fontos specidlis eset amikor (v|v) = 1, azaz |v) normélt (||v] = 1).
Ilyenkor |v) (v| =[], a |v)-re valé meréleges vetités operatora. A Dirac-
féle jelolés segitségével konnyt latni, hogy ez valoban egy vetito operator,
avagy projektor: [[, [1, = |v) {v| jv} {v] = [v) Qvlv) (v} = v} (v =T,

—1
Megjegyzés: A tenzorszorzat jelét a Dirac-féle bra-ket jelclésekbdl el

szokds hagyni. Vagyis v ® w ket vektoros jelolésére |v) @ |w) helyett csak
egyszeriien |v) |w) fogunk irni legtobbszor. A sztenderd bézisvektorok
jelolésekor |i) |7) helyett pedig sokszor még egyszertibben csak |[ij)-t
fogunk irni.

1.5. A kvantummechanika posztuldtumai

A mi esetiinkben a vizsgalt rendszereknek mindig véges sok szabadsagi
foka lesz, vagyis mi csak a véges dimenzids esettel fogunk foglalkozni.
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(I) Fizikai allapotok: Egy izoldlt fizikai rendszer &llapotait mindig

leirhatjuk egy Hilbert-tér egységvektoraival. Két allapot akkor és
csak akkor kiilonboztethet6 meg teljes bizonyossaggal, ha a megfelelo
vektorok merdlegesek egymaésra.
Qubitek: A két szabadsagi foku kvantumrendszereket qubiteknek
fogjuk hivni. A megfelel6 Hilbert-tér egy kitlintetett ONB-&t
szamitasi bazisnak fogjuk hivni elemeit pedig {|0),|1)}-el fogjuk
jelolni.

(I1) Osszetett rendszerek: Ha két kvantumrendszer egyikét a H; mig
masikat a Ho Hilber-tér irja le, akkor a két rendszer egyiittese
altal alkotott Osszetett rendszer lehetséges allapotait a Hy ® Hy
tenzorszorzat egységvektorai irjak le.

(III) Id6fejlédés: A fizikai rendszer allapotainak véges id6 alatt
bekovetkezo valtozasat a Hilber-tér valamely unitér operatora irja
le.

(IV) Rendszer mérése: A rendszert valamilyen ONB-ban tudjuk

megmérni. Legyen példaul B = {le1),...,|e,)}. Ekkor a [¢) =
Yoo ia;le;) 4allapotot a B ONB-ban mérve a mérés lehetséges
eredményei: 1,...,n. Annak a valdszinliségét, hogy a mérési

eredmény k lesz a Born szabaly mondja meg:
P(eredmény = k) = [{ex|t))|* = |ax|*

Ha a mérési eredmény k, akkor a rendszer a [¢) &llapothdl
,beugrik” az |ey) allapota, vagyis a rendszer allapota végérvényesen
megvaltozik!

Részrendszer mérése (kiterjesztett Born szabaly): Tegyiik fel,
hogy két rendszer egyiittes allapotat csak az egyik részrendszerben
mérem meg. Ekkor a mérési valoszintiségeket, és a mérés utani
allapotokat az ugynevezett részleges belso szorzat adja meg. Tegyiik
fel, hogy a maésik részrendszerben {|f1),|f2),...|fm)} ONB. Legyen
az Osszetett rendszeriink dllapota |¢) = > %" ;- |e;) | f;). Ekkor a
mérési valdszinliség és az 1j allapot:

- ZT:I Qkj - ‘f]>

P(eredmény = k) = |[(exl)||* =D s |* ; 1ij allapot: |ey) —
j=1 23:1 |cugj [
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