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Kivonat.

A dolgozatban egy olyan kvantumfizikai folyamat elemzésével foglalkozunk amiben
valédi kdosz jelenik meg. Ez egy szokatlan jelenség, ugyanis az unitér ido6fejlodés
legtobbszor nem enged meg kaotikus viselkedést.

A konkrét elrendezést annak idején egy kvantum-informaciéelméleti dllapottisztité
protokoll ihlette. A diszkrét ideji leképezésnek harom fézisa van: az els6 fazisban
parokba rendezziik az azonosan preparalt qubit sokasag qubitjeit és paronként
Osszefonjuk Oket egy CNOT kapu alkalmazésaval. A méasodik fazisban megmérjiik
a parok mdsodik elemét a szokdsos szdmitdsi bazisban (|0),/1)) majd eldobjuk a
sokasagbdl a megmért a qubiteket, illetve azokat is amelyek parjan a mérési eredmény
1 lett. A harmadik fdzisban egy elére meghatdrozott unitér operatort alkalmazunk a
megtartott qubit sokasdg minden elemére. A hdrom fézis egyiitt egy determinisztikus,
nemlinedris leképezést eredményez a qubitek allapotterén. (A megtartott qubitek
allapotai megegyeznek.)

Az igy kapott leképezést a Bloch-gombi reprezentdcié segitségével értelmezhetjiik
mint egy raciondlis tortfiiggvényt a Riemann-gémbén. FEzen kapcsolat a komplex
dinamikus rendszerekkel egy nagyon gazdag eszkoztarat biztosit a leképezés
vizsgalatara. A dolgozat gerincét az adja, hogy ennek a matematikai eszkoztarnak
a segitségével elemezziik a leképezést és interpretaljuk a matematikai eredményeket
kvantumfizikai nézépontbdl. A valédi kdosz megjelenését pozitiv Ljapunov-exponens
megjelenésével sikeriilt igazolni a leképezés paramétereinek egy tdg halmazan. A
megjelend fraktalok dimenzidjanak becslésére is bemutatunk egy moddszert és végiil
a folyamat egy dltalanositott verzidjat is felvazoljuk a dolgozat végén.
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1. Bevezetés

A kvantumfizika vitathatatlanul a legsikeresebb elmélet a mikrovilag leirasara - egyelore
egyetlen jéslata sem mondott ellen a kisérleti eredményeknek. A kvantummechanika
és a specialis relativitaselmélet egyesitésébdl szarmazé részecskefizikai standard modell
pedig épp napjainkban valt valamilyen értelemben teljessé a Higgs-bozon 1étezésének
kisérleti igazolasa révén.

Ezek a latvanyos sikerek azonban tavolrél sem jelentik azt, hogy mindent
értenénk a kvantumfizika kapcsan. Az egyik legnagyobb kérdés, hogy a mikrovilagban
tapasztalhaté kiilonos jelenségek hogyan alakulnak at klasszikus viselkedéssé nagy
részecskeszam esetén. A klasszikus vildgban sohasem tapasztaljuk, hogy egy targy
egyszerre két helyen is legyen félig-meddig, noha a fizikai allapotok szuperpozicidjanak
elve a kvantummechanika egyik alappillére. A szuperpozicié elvével szorosan Gsszefliggod
alapelv még a linedris (unitér) idéfejlédés. Ez is latszdlag ellentmond a hétkdznapi
tapasztalatunknak, hiszen a legtobb klasszikus rendszer legfeljebb kozelitleg mutat
linearis viselkedést, de nem ritka a kaotikus viselkedés sem.

Nem véletlen hat, hogy a kvantumfizikai kdosz vizsgdlatdnak komoly irodalma
van. Azonban a legtobb szerzé a kvantum-kaosz alatt klasszikusan kaotikus rendszerek
kvantélt verzidjanak viselkedését érti [I]. Ezek a rendszerek azonban valéjadban nem
mutatnak kaotikus dinamikat - példaul hidnyzik az exponencidlis érzékenység a kezdeti
feltételekre. Az altalunk vizsgalt rendszer azonban valédi kaotikus dinamikat mutat.
Mi a valddi kdosz alatt a rendszer viselkedésének teljes megjésolhatatlansagat értjiik
majd, vagyis hogy akarmilyen kicsi pontatlansaggal is ismerjiik a kiindulé allapotot,
egy megfelelé (véges) id6 elteltével barmely allapotba eljuthat a rendszer. Ez egy
nagyon er¢s kaosz fogalom, ami jol illeszkedik az altalunk vizsgalt kompakt allapottérrel
rendelkez6 rendszerhez.

A folyamat az unitér idofejlodés béklydjabdl mérések beépitésével és a mérési
eredménynek a rendszerbe valé visszatéaplalasaval szabadul Kki. fgy végiil is nem linearis
dinamikat kapunk egy egyre zsugorodoé részsokasdg homogén allapotterén. Ebben a
rendszerben mar megjelenik a valédi kdosz, s6t bizonyos eseteken a kezdeti allapotra valo
explicit exponencidlis érzékenység is. Bar a mi kdoszfogalmunkat nem ez ragadja meg
a legjobban, a dolgozatban majd kitériink azokra az esetekre is, ahol pozitiv Ljapunov-
exponens létezése bizonyithato.
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1.1. A dolgozat felépitése és a fobb gondolatmenetek nagyivi vdazlata

A [ szakaszban targyaljuk a dolgozat kiindul6pontjit jelentd fizikai folyamatot és
felvazoljuk a kapcsolédé matematikai formalizmust.

A [B] szakaszban a komplex dinamikus rendszerek elméletének &ltalunk hasznélt
legfontosabb definiciéit és eredményeit targyaljuk, és egyfajta szotar felépitésébe
kezdiink, ami a fizikai rendszer leirdsara hasznalatos fogalmakat koti Ossze az
absztraktabb matematikai definiciokkal és tételekkel.

A [l szakaszban a Bloch-gomb és a dinamikai rendszerek elméletében haszndlatos
Riemann-gomb kapcsolatat targyaljuk, és vizsgaljuk a gomb kétféle , geometriajat”.
Masként fogalmazva vizsgaljuk a két struktira egybevagodsagait eloszor kiilon-kiilon
majd egymashoz valé viszonyuk szempontjabdl is.

Az [ szakaszban definidljuk a Bloch-gomb és a Riemann-gémb iterativ
leképezéseinek ekvivalenciaosztalyait és ennek révén bevezetjik a fizikailag illetve
dinamikailag ekvivalens leképezések fogalmat.

A6l szakaszban szemiigyre vessziik az dltalanos kvadratikus tortfiiggvények terét és
benne az imént vizsgalt ekvivalenciaosztalyok elhelyezkedését is. Mindezt azért tessziik,
hogy el tudjuk helyezni a fizikai folyamatunk altal megvaldsitott dinamikai rendszereket
az altalanos leképezések kozott.

A T[] szakaszban targyaljuk az egyik f6 eredménytinket. Megmutatjuk,
hogy pontosan azok a kvadratikus racionalis tortfliggvények hiperbolikus amelyeknek
Ljapunov-exponense pozitiv a Julia-halmazon.

A . szakaszban a hiperbolikus (avagy a Julia-halmazon pozitiv Ljapunov-
exponensii) leképezések megjelenését vizsgaljuk, és elvégezziik tovabbi még finomabb
osztéalyozasat, amibol kideriil hogy igen sokszinti dinamikat fednek le az altalunk vizsgalt
leképezések.

A9 szakaszban dinamikailag részletesen kielemezziik azt az esetet, amikor az U
unitér transzformécionak egy forgasmatrixot vélasztunk.

A[I0] szakaszban a megjelend fraktdlok dimenzidjardl értekeziink, és a kiszdmitds
nehézségeit mutatjuk be.  Emellett bemutatom egy Osszetett szamitdsi modszer
sikeres adaptéaciéjat, amely bizonyos tartomanyokban hatékony dimenzié becsléseket
tud szolgéltatni. Az &ltalam mdédositott/atirt program egy a Mandelbrot halmazra
kifejlesztett modszert adaptal a mi némileg bonyolultabb fizikai rendszeriink esetében.

A[T] szakaszban a dolgozat mésik f6 eredményét targyaljuk. Taldltam egy specidlis
esetet amikor a dinamika a teljes Bloch-gombon kaotikus viselkedést mutat, szemben
az eddig vizsgalt esetekkel, amikor a kaosz mindossze egy nullmértékii halmazon volt
megfigyelhetd.

A [12] szakaszban a fizikai folyamat kisérleti megvaldsitdsdnak lehet6ségeit és a
potencialisan felmeriilé kvantumfizikai rendszereket targyaljuk roviden.

A szakaszban végiil megmutatom, hogy a kiindulaskor vizsgdlt rendszer séméjat
kissé altalanositva tetszoleges kvadratikus raciondlis tortfiiggvény &ltal leirt dinamikai
rendszert meg lehet valdsitani.
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2. Meérés és posztszelekcié - nemlinearis determinisztikus dinamika

A dolgozatban vizsgalt fizikai folyamatot egy kvantuminformatikai protokoll inspiralta.
Ez a protokoll a mérés és szelekci6 altal okozott nemlinearitdson alapul [2], amelyet
osszefonddds tisztitdsara javasoltak hasznalni [3]. Az eredeti megfontoldsokkal
Osszhangban az elrendezésben egy qubit sokasagon fogunk majd dolgozni és a folyamat
soran bizonyos qubiteket eldobunk. Tovabba a jelen esetben feltessziik, hogy mindegyik
qubit azonosan volt preparalva, tehat homogén az allapotuk. Ezt a tulajdonsagot végig
fenntartjuk majd arra a részsokasiagra nézve amivel dolgozunk. A jelen esetben tiszta
allapotbdl inditjuk a rendszert és a posztszelekcid kovetkeztében végig tiszta allapotban
is marad a rendszer. Kevert allapotokra is hasonléan definidlhaté a folyamat, ez
esetben beszélhetlink allapottisztitasrol, de ezzel az esettel ebben a dolgozatban nem
foglalkozunk.

A qubiteket elszor parba allitjuk, majd paronként Osszefonjunk 6ket egy CNOT
(= 10) (0] @ T + [1) (1] @ (]|0) (1] + |1) (0])) operétor segitségével. A parok mésodik
tagjat megmérjiik a szokdsos szamitasi (|0),|1)) bazisban majd eldobjuk a sokasdghdl a
megmért a qubiteket, illetve azokat is amelyek parjan a mérési eredmény 1 lett:

alo) + 811  C a20)[0) +aBl0)[1) 0= N-(a?|0)+ 52 [1)) % [0)
® — + Mérés
alo)+B1) NOT AL)[0)+8al)) 1— 1V2Z-(0)+ely O

Ezt elgob juk

A megmért és eldobott qubiteket nem tekintve a fenti folyamat réviden igy irhato le:
S a0y + B1) = N - (a?]0) + 5%|1)), ahol N a normaldsi tényezd. Jelen esetben
N =1/y/a?+ p2.

fgy tehdt egy nem linearis amde determinisztikus folyamatot kapunk a
részsokasagok homogén allapotterén.  Ezt a kiilonos dinamikat a mérés és a
posztszelekcio egyiittes alkalmazédsa teszi lehetové. A mérés utan eldobott részecskék
bizonyos értelemben nem tartalmaznak informaciot, hiszen ha a masodik qubiten 1-et
mériink akkor az elsé qubit egy ismert allapotba (1/4/2 - (|0) + [1))) keriil fiiggetleniil
a kiindul6 allapottél. Tehat bizonyos értelemben minden megmaradd informaciot a
megtartott részsokasiagba juttatunk.

Ha csak ezt a folyamatot ismételgetnénk akkor n 1épés utan az dllapot N - (a" |0) +
32" |1)) lenne, ami dinamikai szempontbél nem annyira izgalmas. Jéval dsszetettebb
dinamikat kaphatunk azonban, ha minden egyes 1épés utdan még beiktatunk egy lokalis
unitér transzformaciot, amit az osszes qubitre alkalmazunk. Tetszoleges egy qubites
unitér operatort valaszthatunk, ugyanakkor a globalis fazis irrelevanciaja miatt elegendé
a speciélis unitér operdtorokra koncentrdlnunk. Egy altaldnos SU(2) operator 3 valds
paraméterrel kényelmesen paraméterezheté az alabbi médon:

Ul o) = cos(z)e ™ sin(:c)e‘iz"

—sin(z)e’?  cos(z)e
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A diszkrét idejii folyamatot ezen két operator iteralasa révén definialjuk. Ha |4))
allapotban preparaltuk a részecskéinket, akkor n lépés utan a megtartott részecskék
allapota (US)"[¢) lesz. Kozben a mérések és a posztszelekcié kovetkeztében a
megtartott részecskék szama exponencialisan csokkenni fog a 1épésszam fiiggvényében.

2.1. Hid a komplex dinamikus rendszerekhez

A leképezés iteralasa soran végig tulajdonképpen csak egy qubites &llapotokkal
kell foglalkoznunk. Egy qubit allapota &altalénosan [|¢) = «0) + (1) alakban
paraméterezhetd, ahol o + 32 = 1. Tovabba mivel a globdlis fazis is irrelevans ezért
igazabdl csak z = «/f mennyiség érdekes. Tehat a globalis fazist elhanyagolva még
tomorebben egy komplex paraméterrel is paraméterezhetjiik az &allapotokat: [¢) =
N(2z1]0) + |1)), ahol most az N normélasi tényezSbe bele érthetjiik a globélis fazist
is. z értéke akar oo is lehet, ha az &llapot a 0-hoz tartozé bazisallapot |0). Altalanosan
tehét z € C, ahol C a Riemann-gémb: C U {oo}.

Ebben a paraméterezésben felirva a leképezéseink egyszerti alakban irhatéak. S :
Ny ((a/B)0) + 1)) = No ((a?/5%)]0) + |1)) vagyis S a z — 22 leképzést valdsitja meg
a Riemann-géombon. Az unitér operatort is atirhatjuk

acos(z)e”™ + Bsin(z)e™ "

v (G104 ) = (i e 1)

2 e~ tan(x)e

Ha tovébb alakitjuk |0) egyiitthatdjat akkor egy szebb alakot kapunk: £

—Gtan(z)e’Pte'

bevezetve a p = tan(z)e " jelolést végiil egy egyszerti linedris tortfiiggvényt kapunk a
Riemann-gombon: '

Ze*lw

U:z— _—+p (2)

—pz + eiw
ZQQ—iw+p
—ﬁz2+eiw
a Riemann-gombon. Késébb latni fogjuk, hogy az w € [0,2n] paraméter dinamikai

Végil az S és U kompozicidjaként a z — racionalis tortfiiggvényt kapjuk
és fizikai szempontbdl is irrelevans, mivel csak a szamitdsi béazis kijelolésének erejéig
kiilonboznek. Ezért a dolgozatban csak a p paraméterre fogunk koncentrdlni, és f,-vel
jeloljiikk majd a megfelel6 leképezést a Riemann-gombon:

2 4p
_522 + 1

fp:Z—> (3)

Kiegészitésként még hozzatessziik, hogy tan(z) akar oo is lehet. Ez esetben a

. . . , , , , _e—2ip . . . ,
Riemann-gombon megvalosuld leképezés 2 — =“7—, amely dinamikai szempontbdl

mindig ekvivalens az 1/2% leképezéssel. Roviden erre az esetre is visszatériink majd.

3. Szotar a kvantum rendszer és a komplex dinamikus rendszerek kozott

Eddig a targyalasban lényegében a témavezetém fizikai folyamatot leiré 2006-os
cikkét [4] kovettem. Miel6tt azonban attérnék a leképezés vizsgéalatdval kapcsolatos sajat
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eredményeim ismertetésére be kell vezetnem néhany alapveto fogalmat az egyvdltozos
komplex dinamikus rendszerek elméletébdl. A matematikai elmélet bemutatdsa kozben
egy szétarat is fogok épiteni, ami a kiilonb6z0 matematikai fogalmakat a fizikai
rendszerben valé konkrét megjelenési formdajukkal hivatott majd kapcsolatba hozni.
A bevezetésben mar megmutattuk hogyan reprezentalhaté a fizikai folyamatunk ugy
mint egy kvadratikus raciondlis tortfigguény a Riemann-gombon. Osszegezvén az eddig
leirtakat a szotarunk egyelore a kovetkezo elemeket tartalmazza:

a qubitek kvantum 4llapota < 2z € C egy pont a Riemann-gémbon) (Sz1)

a folyamat egy lépése (US) < f, egy alkalmazdsa z — 12_2 ; 2 (S22)

U relevans szabadsagi fokai (z,p) <> paramétertér - p € C (S23)

3.1.  Definiciok és fontos eredmények a raciondlis tortfiigguényekral

A {6 kérdés, amit meg szeretnénk érteni, hogy hosszi tavon milyen viselkedést
mutatnak az egyes leképezések. A szerencsénk az, hogy ez a kérdés nagyon jol megértett
a komplex dinamikus rendszerek elméletében. Ez a nagyon jol kidolgozott elmélet immar
csaknem 100 éves multra tekint vissza. Az elmélet alapjainak lefektetése Pierre Fatou,
Gaston Julia és Samuel Lattes francia matematikusok nevéhez kotheto.

A matematikai fogalmak néhol eléggé bonyolultak és elvontak. Ez nem véletlen
hiszen altaldnosan mar annak az egyszeri kérdésnek a megvalaszolasa sem trivialis,
hogy mi alapjan definialhatunk egy pontot stabilnak vagy instabilnak. Az alapjan nem
osztalyozhatjuk, hogy a végtelenbe tart-e vagy sem, hiszen egy kompakt gombfeliileten
jatszédnak le a folyamatok. Az is lehet, hogy egy pont oszcillal, de attél még egy stabil
ciklushoz tart. Illetve a derivaltak vizsgalata sem feltétleniil célravezetd, mert lehet,
hogy az iteralds soran keresztiil megy a pont egy olyan helyen, ahol 0 a derivalt, és
ilyen modon a sokadik iteraltjainak derivaltja mindig O lesz, mégis a pont valamiféle
instabilitast mutat.

A j6 matematikai definiciénak a kovetkez6 bizonyult [I8, §2]: Az f : C - C
leképezésre nézve egy 2z € C pont reqularis, ha létezik egy olyan nyilt U, C C kornyezete,
hogy f iterdltjainak U.-re vald megszoritasai { f"|; : n € N} egy ekvifolytonos csalddot
alkotnak. (Az U halamazon értelmezett folytonos fiiggvények egy F csalddjat akkor
hivjuk ekvifolytonosnak, ha Vxy € U Ve > 0 36 > 0, hogy d(f(xo), f(x)) < € teljesiil
barmely f € F és xz € U : d(zg,x) < § esetén. Megjegyzés: a Riemann-gémbon
értelmezett tavolsdgfogalmat a . szakaszban definidljuk akkurdtusan.)

A mi esetiinkben egy kicsit lehet gyengiteni a fenti definicion. Egy zy € C pontot
akkor neveziink f-re nézve gyengén Ljapunov-stabilnak, ha a zyp-hoz kozeli pontok palyai
egyenletesen kozel maradnak zg palyajahoz f iterdlasa soran. Formalisan Ve > 0 36 > 0,
hogy d(zp, z) < 0 esetén d(f°"(z), f°"(z)) < € tetszOleges n € Nt-re. Megmutathato,
hogy raciondlis tortfiiggvények esetén a regularitas és a gyenge Ljapunov-stabilitas
fogalma egybe esik [16] §4].

Hagyomanyosan a regulédris pontok halmazat Fatou-halmaznak hivjak és ennek a
komplementerét Julia-halmaznak. Az elsé definiciobdl egybdl lathatd, hogy a Fatou-
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halmaz nyilt és a Julia-halmaz zart, igy a Riemann-gomb részhalmazaként kompakt is
egyben. A masodik definicié pedig megkonnyiti a Fatou- illetve Julia-halmaz fizikai
értelmezését:

"stabil” kezdeti dllapotok <> Fatou-halmaz pontjai (Sz4)
7instabil” kezdeti dllapotok <> Julia-halmaz pontjai (Sz5)

A Julia-halmaz pontjainak gyenge Ljapunov-instabilitasabdl nem kovetkezik egybdl
az er0s exponencidlis Ljapunov-instabilitds. Ehhez kiilon feltételek teljesiilésére van
sziikség, ezt a kérdéskort részletesen tdrgyaljuk majd a [7] szakaszban. Addig is az
absztrakt fogalmak megértésének elmélyitését segitendé megemlitjiik, hogy létezik a
Julia-halmaz pontjaira egy mésik ekvivalens klasszifikacié is [16, §14]. Ez a masik
klasszifikdcié szintén kozel all a fizikai nézéponthoz, és talan jobban megvilagitja a
Julia-halmaz mibenlétét: A Julia-halmaz nem mas mint a taszité periodikus pontok
halmazénak lezdrtja. Az n kiilonbozé pontbdl allé {zo, f(20), f°2(20), . .., f Y (z)} C
C halmazt egy n hosszi periodikus orbitnak neveziink, ha f°"(zy) = 2o, az orbit pontjait
pedig periodikus pontoknak nevezziikk. Az orbit nyujtdsa (multiplier) a kovetkezd

af°"(2)

mennyiség: A = =5->| . A periodikus orbit (illetve periodikus pont) taszitd, semleges,
20

vonzd vagy szuper vonzé annak megfeleléen, hogy a nytjtas [A| > 1, [\| = 1, |A| < 1 vagy
|A| = 0. Egy semleges periodikus orbitot parabolikusnak hivunk ha A egy egységgyok.

A Julia-halmaznak sok hasznos tulajdonsdga ismert a komplex dinamikus
rendszerek elméletbdl [16]. A teljesség igénye nélkiil felsoroljuk a legfontosabbakat (a
Julia-halmazt egyszertien csak J-vel jeloljik):

(i) J teljesen invaridns f-re nézve: f~1(J) = J = f(J)
(ii) J barmely kis darabja egy id6 utan lefedi J-t: YU C C, U nyilt, UNJ # @dm € N
hogy fe™(UNJ)=J.
(iii) J nem eltling: barmely f racionalis tortfliggvényre amelynek foka > 2: J; # @.
(iv) Az Gsképek stiriiek J-ben: P(z) := U {(f°") ! (20)} ekkor barmely z, € J-re
P(zp) lezéartja megegyezik J-vel.

(ii) tulajdonképpen azt mondja ki, hogy a Julia-halmazon val6di kdosz jelenik meg, a
rendszer teljesen megjésolhatatlan. (iii)-al egybevetve kiilonosen biztaté a helyzet. (iv)
kiilonosen hasznos a Julia-halmaz vizualizdcioja szempontjabol. Itt megjegyezzitk még,
hogy kvadratikus leképezés esetén bizonyos értelemben gondolhatunk tugy is a Julia-
halmazra mint a leképezés két inverz agabdl allo iteralt fiiggvényrendszer attraktorara.

A Riemann-gombi globélis dinamika meglepéen jol klasszifikalhaté mindossze
néhany ugy nevezett kritikus pont viselkedésének tiikrében. KEgy leképezés kritikus
pontjai azok, amelyeknél a derivalt 0. A mi leképezésiink derivéltjara

fp(2)  22(1+|pP?)

0z (1 —p-22)?2 (4)

Ebbdl egybdl 1lathato, hogy a oco-t leszamitva a 0 az egyetlen kritikus pont. A derivalt

végtelenben vald kiszamitasahoz C mésik térképét kell elévenniink (ldsd a kovetkezd
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Im(z) Im(z) Im(z)
A A

14 B 0 1 Re(z) 14 1 0 1 Re(z) 14 -1 0 1 Re(z)

(a) fo = 2? Julia-halmaza (b) fo.2; Julia-halmaza (¢) f(0.16+0.12s) Julia-halmaza

1. dbra. Dinamika kis paraméter értékek esetén: A 2?2 leképezés (a) dinamikai
szempontbdl a legegyszeriibb - ez az eset felel meg annak amikor kihagyjuk az unitért
transzformaciét. Ilyenkor az egységkor belseje a 0-hoz, mig kiilseje a co-hez konvergél,
a korvonal pedig énmagara képzddik. A Julia-halmaz a korvonal lesz: minden 1épésben
barmely iv elem hossza megduplazodik - mutatvan a kaotikus dinamikat. Més kisebb
paraméter értékek esetén a dinamika hasonlé lesz, de a Julia-halmaz egy bonyolult
fraktal gorbévé alakul - amint az abran is lathaté (b),(c).

szakaszban) - az attérést a masik dltalunk hasznélt térképre az 1/z transzformdcié
valdsitja meg. Ennek a térképnek a hasznélatéval a leképezésiink 1j alakot nyer:

1 —p + 22
(1/2) o fpo(1/2) = —q7mep = L tp? f-5(2) (5)
7ﬁ(1/z)2+1

fgy aztan
afp|  _ 0((A/2)o fro(1/2))

0z 0z

o

Of -
0 9z |,

Megmutattuk tehat, hogy a p paraméter értékétol fiiggetleniil a kritikus pontok
mindig a 0 és a oo lesznek. Ezek a pontok fizikailag a |0),|1) bazisdllapotoknak felelnek

meg.
a szamitasi bazis elemei: |0),|1) <> a leképezés kritikus pontjai 0,00 (S5z6)

A kritikus pontok konvergencia-tulajdonsagaib6l mint emlitettiik sok dolgot ki
lehet olvasni. Példaul ha mind a két kritikus pont egy-egy vonzoé periodikus orbithoz
tart, akkor pozitiv Ljapunov-exponens létezésére tudunk kovetkeztetni. A részleteket
majd a [/} szakaszban tdrgyaljuk. Mindenesetre a paramétertér dbrézoldsa a kritikus
pontok szemszogébdl mindenképpen sok informéciét ad 1. 2] dbra. Tulajdonképpen a
Mandelbrot halmaz is egy kritikus pont abra. Ha az egy komplex paraméteres {22 + ¢ |
¢ € C} leképezés sereget nézziik, akkor kideriil, hogy a kritikus pontok szintén a 0 és a
0o lesznek. A oo ebben az esetben mindig egyben fixpont is lesz, ezért a 0 viselkedése az
igazan érdekes. Ha a 0 konvergenciajat abrazoljuk a ¢ paraméter fliggvényében, akkor



Eqgy qubites kdosz és kapcsolata a komplex dinamikus rendszerekhez 8

megkapjuk a Mandelbrot halmazt: A ¢ paraméter érték akkor tartozik a Mandelbrot
halmazhoz, ha 0-nak a 2% 4 ¢ leképezés altal vett iteraltjai nem tartanak a oo-hez.

4. A Bloch-gomb és Riemann-gomb kapcsolata

Ebben a szakaszban megalapozzuk azokat a fogalmakat, amik segitségével definialhatjuk
két leképezés dinamikai ekvivalencidjat. Ezaltal csokkenthetjiik a paraméterek szamat
ugy, hogy csak a lényegesen kiilonboz6 leképezésekre szoritkozunk. Ezen feliil definidlunk
egy metrikat is ami sziikséges ahhoz, hogy Ljapunov-instabilitasrol beszélhessiink.

4.1.  Bloch-gomb metrikaval

A Bloch-gobmb egy masik, globdlis fazis invaridns reprezentalasa egy qubit
allapotterének. Ebben az esetben nem a komplex projektiv egyenesre képezzik le
az allapotteret, hanem egy harom dimenziéba agyazott gomb feliiletére, a kovetkezo
modon:

i (Cos (g) 10) + esin (g) \1)) s (sin(6)cos(), sin(@)sin(s), cos(0))

5+ l=NA]

H
4 @=
—

1 [0=2 W-3 W=

4

Re(c) | } } |
-2 -1 0 1

A

’ Periédus hossz:[_]

} } } > Re
= E 4 (p)

(a) A 0 hatérciklusai a 22 + ¢ leképez esetén  (b) A 0 hatérciklusai az f, leképez esetén

2. abra. A 0 hatarciklusainak hosszai: Ezek az abrak azt mutatjak, hogy a 0
bekonvergélt-e egy (vonzd) periodikus orbithoz a megfelel6 leképezés 1000 iterdldsa
utén, és ha igen milyen hosszi az adott orbit. (a) A hires Mandelbrot halmaz is a
0-nak a 22 + ¢ leképezésre vonatkozé tévlati viselkedése alapjan van definidlva. (Az
abran a fekete pontok a Mandelbrot halmaz hataranak felelnek meg.) (b) A megfeleld
abra a mi leképezéseinkre vonatkozoan.
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Valahol érezhet6, hogy a Bloch-gémb és a Riemann-gomb ugyanazt a dolgot ragadja
meg, de mégis hasznos ha latjuk a két fogalom kozotti kapcsolatot és a kiillonbségeket
is.

A Bloch-gombot természetes modon felruhazhatjuk egy iranyitott sokasag és
metrikus struktiraval gy hogy az tiikkrozze az alatta fekvo Hilbert-tér geometriat
(azaz a tavolsagfiiggvény a megfelel6 dllapotok skaldris szorzaténak legyen valamilyen
fliggvénye). Ez tobbféleképpen megtehetd, a legtermészetesebb vélasztds a sztenderd
gombi metrika. Ebben a metrikaban két pont tavolsagat az oket 0sszekotd legrovidebb iv
hossza definialja. Ennek a metrikanak szép kapcsolata van a Hilbert-térbeli dllapotokkal
is, ugyanis a Bures metrikdnak felel meg: d(¢,19) = 2 - arccos |(¢1|1)|. (Fizikai
allapotokrdl 1évén szé ||1)y||=||12||=1, de két tetszéleges nem 0 Hilbert-térbeli vektorra
is alkalmazhatjuk a fenti tavolsag definiciét normalas utan.)

Mivel a metrika kifejezheté a skalaris szorzassal, ezért épp azok lesznek a Bloch-
gémb (irdnyitastartd) izometriai, amik egy qubit Hilbert-terének az izometriai, vagyis az
U(2) csoport. De mivel a globalis fazis irrelevans, elég az SU(2) csoportra koncentralni,
s6t igazabdl még tovabb faktorizdlhatunk az {I,—I} részcsoporttal. Masfel6l az is
vildgos, hogy a Bloch-gomb 3 dimenzids bedgyazdsainak (irdnyitdstartd) izometria
csoportja SO(3). Ebben a rovid gondolatmenetben felfedezhetjiik azt a koztudott
tényt, miszerint SO(3)-nak megadhaté egy kétréti SU(2) altali fedése. Es egyben arra
kovetkeztethetiink, hogy a Bloch-gomb izometrikus leképezései egyszeriien a mogottes
Hilbert-tér unitér transzforméacidinak feleltethetéek meg. Ez az Osszefiiggés jol mutatja,
hogy ez a metrikus struktira hiven tiikrozi a mogottes Hilbert-tér szerkezetét.

4.2.  Bloch-gémb konform struktirdval

A Riemann-gomb alapvetéen nem mas mint Bloch-gémb ellatva egy komplex sokasag
strukturaval. A struktira megadhaté két térkép altal: egyik az északi, masik a déli

polus kivételével lefedi az egész gombot. A gomb felszin és a komplex sik kozott a

megfeleltetést a sztereografikus projekcié adja: (z,y,2) — (7% — i7%;) ilyen médon

osszeall a kapcsolat a két reprezentacié kozott:

( (g) 0) + e*sin (g) |1>) 5 (sin(B)cos(g), sin(@)sin(g), cos(d)) -

sin(f)cos(p) B 2,Silfl(Q)Sin(SO) — (cos(ip) — z'sin(gp))%in (g) cos (g) — e "ctg (Q)

1 — cos(0) 1 — cos(0) 2sin” (%)

Az eredd leképezés ugyan az, mint amit mar korabban definialtunk. Az északi pdlust
lefed6 térképet pedig a déli pélusbdl valé sztereografikus projekcié adja: (z,y,z) —

(155 +i1%) (az irdnyitds tartds miatt az i-s tag eléjelét meg kell forditanunk)

(sin(6)cos(¢), sin(f)sin(yp), cos(h)) — e“tg (g)
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H(0)

3. abra. Sztereografikus projekcio

A két térkép kozotti dttérési leképezés az 1/z, ami komplex differencidlhaté mint ahogy
az attérési figgvénytol el is varjuk. Ezt az attérési fiiggvényt mar hasznaltuk is a
kritikus pontok kiszamitasanal @

Feliiletek esetén az egy dimenziés komplex struktiura igazabdl ekvivalens egy
(irdnyitott) konform struktira megaddsiaval. A konformitds itt arra utal, hogy
definidlhatjuk a feliileten haladé kiilonboz6 gorbék szogét. Ez matematikailag azt jelenti,
hogy a feliileten adott egy (irdnyitott) differencidlhaté struktira és metrikus tenzorok
egy ekvivalencia osztalya. A ¢ és h metrikus tenzort akkor tekintiink ekvivalensnek,
ha a kapcsolatot kozottiik lefrhatjuk egy p pozitiv, sima nytjtasfiiggvénnyel: g = p2h.
Intuitive ez azt jelenti, hogy lokalis nyujtasok erejéig van csak meghatarozva a metrika.

4.8.  Kapcsolat a két strukturdlis kiterjesztés kozott

A komplex (konform) sokasdg struktira lazabb, mint a teljes metrikus struktira
amit korabban definialtunk. Az viszont fontos, hogy a megjelené konform struktira
kompatibilis legyen a konkrét metrikaval amit definidltunk. Szerencsére ezzel nincsen
gond, mivel a térképeinket a sztereografikus projekcié révén definidltuk, ami egy
konform (azaz szogtart6) leképezés. A sztereografikus projekeid révén ki is vélaszthatjuk
azt a metrikat a Riemann-gombon, ami épp a Bloch-gombon definialt metrikat adja

vissza. Nem nehéz kiszdmolni a kapcsolatot a gombi |dyp| ivelemek és a sikon 1évé |dz|
4|dz|

1422
A konformalitas ott érhetd tetten ebben a formulaban, hogy komplikalt

szakaszelemek (avagy érintévektorok) hossza kozott: |dp| = A nyujtasfiiggvény
tehdt p = ﬁ
metrikus tenzorok helyett egyszeriien csak a |dp|/|dz| ardnyt elég megadnunk - azaz
lokalisan minden irdnyban ugyanannyira nyujtjuk a feliiletet. Ez a metrika a hattérben

1év6 Hilbert-térrel valé kapcsolata miatt kitiintetett figyelmet érdemel, de a dinamikus
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ekvivalencia szempontjabol mégis érdemes lesz néha elengedni és csak a lazabb Riemann-
gomb struktiraval foglalkozni.

Végiil érdemes még egy kis figyelmet forditani arra, hogy hogyan is allnak Gssze
az imént definidlt Osszetett fogalmak. A dolgozat elején mar lattuk, hogy az unitér
leképzésekbdl hogyan lesznek linearis tortfiiggvények a Riemann-gémbon . Az imént
allapitottuk meg, hogy az unitér leképezések a Bures metrikaval ellatott Bloch-gomb
izometridinak felelnek meg. Mar azt is tudjuk, hogy ezt a metrikat hogyan kell
atvinniink a Riemann-gémbre. Ha nem rontottunk el semmit, akkor ezek egyiittesen
azt kell hogy adjak, hogy a megfelel6 linearis tortfiiggvények az elobb vazolt metrikara

nézve invariansak. Vegytlink tehat egy altalanos unitért transzforméciét, illetve a neki
ze"W4p
—ﬁz—i—e“’
a kovetkez6 azonossag teljestilése biztositja:

megfeleld linearis tortfiiggvényt : Yy = a metrika invariancijat jelen esetben

NE
) . ) ze”"“+p

dldy|  4|dz| dy| 1+ |y|? e (~pz+e¥)+p(e™z+p)| e

A e PR VA R R (et o)’ 1+ [P

& ‘e‘iw (—ﬁz + ei“’) +7p (e_i”z +p)‘ (1412 = |—]32 + ei”‘Q + |ze_iw —|—p{2
& (14 [p) (1 + |2°) = |pz* =pere ™™ —pz=e“ + 1 + |2|* +2e=D+2*D + |p|*

4.4. A Riemann-gomb automorfizmusai

A konform sokasag struktira mint emlitettiik lazabb a teljes metrikus strukturanal.
Emiatt az automorfizmus csoport is gazdagabb lesz, aminek fontos szerepe lesz
a lényegesen kiilonbozé kvadratikus raciondlis tortfiiggvények paraméterszaméanak
redukalasaban.

A Riemann-gémb konform automorfizmusai pontosan a nemelfajulé linearis
tortfiiggvények, vagy mas néven Mobius-transzformdciok:

{m(z) = % a,b,c,dEC;ad—bc%O}/z‘jiz ~ i:ji))\\s (A e C\ {0})
Egy linearis tortfiiggvényt a szamldld és a nevezd szimultan szorzdsa nem valtoztat
meg, ezért ezzel a relaciéval lefaktorizalunk. Az igy kapott automorfizmus
csoportot G((@)—vel jeloljik és a Riemann-gémb konform automorfizmus csoportjanak
nevezzilk. Ez a csoport izomorf a specidlis linedris csoport SL(2,C) {I,—I}-4ltal
vett faktorcsoportjaval. Ez analég azzal ahogy az izometria csoport azonositottuk
SU(2) [~ {I,—I}-vel. Mig ott a csoport 3 valds paraméterrel volt paraméterezhetd,

itt 6 valés vagy 3 komplex paraméterrel lenne leirhaté a csoport.

5. Fizikailag illetve dinamikailag ekvivalens leképezések

A Riemann-(Bloch-)gémb két énmagara mené f, g leképezését akkor nevezziik fizikailag

ekvivalensnek, ha a leképezések izometrikusan konjugdltak, azaz létezik egy olyan j

1

izometria, amelyre nézve a két leképezés konjugalt: f = jogo j7'. Az izometrikus
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konjugaltsdg a leképezések iteraldsa kozben megmarad, hiszen fo" = (jogo j~ 1" =

jo(g°™)o 1. Azért mondhatjuk ezeket a leképezéseket fizikailag ekvivalensnek, mert az
izometridknak unitér transzformaciok felenek meg a Hilbert-térben. Ha most az unitér
transzformaciokra mint passziv transzforméaciokra gondolunk akkor vilagossa vélik, hogy
két leképezés akkor fizikailag ekvivalens, ha ugyan az a folyamat irja le oket csak egy
masik bazisban nézve. Az unitér transzforméciét ez esetben mint bazistranszforméacio
kell értelmezniink.

azonos folyamat mésik bazisban felirva <« izometrikusan konjugalt leképezések (Sz7)

Ennek a relacionak a segitségével mar meg is tudom mutatni, hogy a dolgozat elején

felvazolt z — % altalanos leképezésben w lényegtelen paraméter. Vegyiink most

egy unitér operator altal definidlt izometridt: z — e 2“2z, (ez a Bloch-gémb egy tengely
koriili forgatasanak felel meg) és konjugaljuk meg vele a fenti leképezést:

—iw 2 2 3iw 2 —3iw
iy ez +0p - Py zée’™ +p 2%+ pe
e szzo oe?zwz e 2w

_2322 + eiw _ﬁ€4iw22 + eiw _ﬁ€3iw22 + 1

Ez a kis szdmolds azt mutatja, hogy a (p,w) és a (pe3*, 0) paraméterek altal definidlt
leképezések fizikailag ekvivalensek, vagyis az egyik a mdsikba atvihet6 egy (]0),|1)) —

(e7#+]0),[1)) baziscsere végrehajtasaval.
Hasonlé a helyzet a z — _6;2%" lékepézéssel, ez is fizikailag ekvivalens az 1/22

, , . A i .
leképezéssel, amit a z — e' "3 2z izometria mutat:

i250+7r _6_2280 _ i 2¢+4m i2;p+7r _6_2280
(& 3 Z O O e 3 Z = € 3 2— = —
22 e_gszJrfr 52 22

A leképezésiink p € C paraméterrel valo leirdsaban is van még egy kis redundancia,
és ezt az 1/z leképezés mutatja. Az ide kapcsolédd konjugdciét mar igazabdl ki
is szamoltuk , de akkor még mint koordinatatranszformaciora gondoltunk erre az
Osszefliggésre: (1/z) o f,0(1/2) = f_5 . Most méar azt mondhatjuk, hogy f, és f_5
fizikailag ekvivalensek. Vagyis a paramétertér valamilyen értelemben tiikros szimmetriat
mutat a képzetes tengely mentén. Az elsonek kozolt paramétertér abran azonban nem
volt teljes a szimmetria. Ennek az az oka, hogy az 1/z leképezésnek van egy tovébbi
érdekessége is, ugyanis felcseréli a 0-t és a co-t azaz a két kritikus pontot. Mindemellett
a transzformaciénak nagyon egyszert fizikai interpretécidja is van: fizikai szempontbdl
egyszeriien a bazis elemek (]0),|1)) felcserélésérél van szod.

5.1.  dinamikailag ekvivalens leképezések

Az eléz6ek mintdjara definidlhatjuk a konform (vagy holomorf) konjugdcict. A
Riemann-gomb két onmagara mend f, g leképezése konform konjugdlt, ha létezik egy
olyan m Mobius-transzformacié melyre nézve a két leképezés konjugalt: f = mogom™".
A kapcsolddo iteralt rendszereket dinamikailag ekvivalensnek neveziink, ha a generald

lépések konform konjugdltak. Itt is igaz marad, hogy az iterdlt leképezések is mindig
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konform konjugaltak maradnak. Intuitive nézve a két leképezés ugyan az, csak a
Riemann-gomb két egymashoz képest elforgatott, kicsit megnyijtott verzidjan nézve.

A konform konjugacié fizikai értelmezése kissé problematikus a mi konkrét
rendszeriink esetén. Esetleg lehetne tgy interpretalni, hogy ugyanazt a folyamatot
nézziik, csak masik metrikdban mérve. Viszont nagyon hasznos eszkoz lesz a szamunkra
amikor el akarjunk majd helyezni a mi fizikai folyamatunkat az &ltalanos kvadratikus
racionalis tortfiiggvények terében. A fizikai értelmezés problematikdjaval mar csak azért
sem érdemes foglalkoznunk, mert ki fog dertilni, hogy az altalunk vizsgalt leképezések
pontosan akkor ekvivalensek dinamikailag, amikor fizikailag. Ezt akar direkt szamolassal
is megmutathatnank egy kis munka aran, de a kovetkezo szakasz altalanos technikaival
sokkal konnyebben célba érhetiink.

Ezen a ponton meg kell még jegyezniink, hogy a komplex konjugalas is egyfajta

z2+p
—pz2+1
leképezéseket is hivhatnank dinamikailag ekvivalensnek, nem tessziik, mert a konjugalas

szimmetridjat adja a leképezéseknek: Zo f, 0%z = = fp Bar intuitive ezeket a

csak a komplex szamok belsé automorfizmusa, de nem konform leképezés mert nem
tartja meg az iranyitast. Hasonléan fizikailag sem kivitelezheto transzformacio.

6. Altaldnos kvadratikus tértfiiggvények

Az &ltalanos kvadratikus tortfiiggvények tere (Raty) a kovetkezdképpen definidlhaté:

a-22+b-z+c A-g

Ratgz{q(z):d.zg_i_e'z_i_f qmésodfokﬁ}/%wm(AEC\{O}) (7)

A definiciéban az a feltétel, hogy ¢ masodfoku azt jelenti, hogy ¢ racionalis alakjaban
(%) g és h legfeljebb masodfokid komplex polinomok, és az egyik pontosan masodfok,
egyik sem 0 tovabba g, h-nak nincs kozos gyoke.

Raty egy 5 (komplex) dimenzids sokasag [I7], ami nem meglepd, hiszen 6 komplex
paraméterrel irhatjuk fel altalanosan, és le kell faktorizalnunk a nevezd és a szamlalo
szimultan szorzasanak relacidjaval. Ennek a térnek a globalis topoldgidja meglehetosen
bonyolult. Viszont ez a tér nagyon redundéans, rengeteg kiilonbozo eleme irja le
lényegében ugyan azt a dinamikat. A Mobius-transzforméciok segithetnek ezen, ugyanis
a kvadratikus raciondlis tortfiiggvényeket egymasba viszi bijektiv és sima modon. fgy
gond nélkiil lefaktorizalhatunk a G(C) elemeivel vett (konform) konjugélas reldciéval,
hogy megszabaduljunk a redundanciatél és kényelmesen elkiilonithessiik a dinamikailag
lényegesen kiilonbozé leképezéseket. Az igy kapott faktor teret (Ms) modulus (moduli)
térnek hivjak, mindez formalisan:

M; = Raty /f ~mo fom™ (m € G(C))

M, elemei tehat a kvadratikus racionalis fiiggvények konform konjugdlt osztélyainak
felelnek meg.

Szerencsére My-nek mar sokkal egyszeriibb topolégidja van, és a paraméterek
szama is Orvendetesen csokkent, hiszen My egy 2 (komplex) dimenziés sokasdg. Fz



Eqgy qubites kdosz és kapcsolata a komplex dinamikus rendszerekhez 14

az eredmény megint csak nem meglepd, hiszen egy 5 dimenziés teret faktorizaltunk
le egy 3 dimenziés relacioval. Az mar sokkal meglepébb, hogy a csunya, lyukakkal
atszO6tt Raty a faktorizalds utén izomorf (s6t biholomorf) lesz C*-hez. [gy tehat M,
a lehet6 legegyszertibb topoldgiaval rendelkezik! Ez a tény normalformak segitségével
bizonyithato:

6.1. Normdlformdk és konform konjugdldsi invaridnsok

Barmely kvadratikus raciondlis tortfiiggvény attranszformalhatd egy tgynevezett
kritikus pont normdlformdba:

a-22+f

mra,ﬁ,%éec;aé—m¢o

A név onnan ered, hogy az ilyen alaku leképezések esetében a kritikus pontok mindig
a 0 és a oo lesznek. Ez a normél forma ugyan még nem egyértelmi, de a segitségével
szépen definidlhaté két komplex invarians:

ad AP +0°

B L T

Ezek az invariansok egytittesen mar egyértelmiien meghatarozzak a konform konjugalt
osztalyt, és egyben barmely C2-beli értékiikre létezik is megfeleld konjugélt osztély -
mutatvan, hogy My ~ C2.

A mi leképezéseink szerencsére mar eleve ebben a formdban vannak (akér csak
a Mandelbrot leképezések), ami nagyon kényelmessé teszi az erre a normalformara
vonatkozé allitdsok haszndlatat. Az altalunk vizsgalt f, leképezések esetén az
invaridansok az alabbi értékeket veszik fel:

1 _ 2i-Im(p)

R (Ea T

Jol lathatéan csak p és —p adja ugyanazt az érték part - tehat minden paraméter,
amelyre Re(p) > 0 (vagy < 0) lényegesen kiilonb6z6 dinamikéra vezet. Ezzel lényegében
bizonyitottuk azt is, hogy a leképezésink kozott a dinamikusan ekvivalensek egyben
fizikailag is ekvivalensek. Erdemes még megjegyezni, hogy a Mandelbrot leképezések
(2% + ¢) esetén az invaridnsok értéke: A, = 1, B. = c. Ebbél arra kovetkeztethetiink,
hogy a mi leképezés csaladunkkal konform konjugdlas erejéig az egyetlen kozos elem a
p = 0 = ¢ paraméterhez tartozé leképezés, nevezetesen fy, = 22 = 22 + 0.

Az M, térre gy is gondolhatunk mint a kvadratikus racionalis dinamika egyfajta
"tartalomjegyzékére”. Mar csak ezért is érdekes elhelyezni ebben a térben a mi
leképezéseinket. Mivel My 2 komplex dimenzids avagy 4 valés dimenzids sokasag, nehéz
az egészet egyben attekinteni. Ezért is dltaldban a tér 1 (komplex) dimenziés szeleteit
szokds abrazolni. Példaul a Mandelbrot leképezések csaladja (2% +¢) az (A =1,B = ¢)
paraméterezésii szeletet abréazolja, tovabbi szép példdk taldlhatéak még pl.  [I7]-
ben. Annak ellenére, hogy a mi leképezés csaladunk (f,) csak egy részleges szeletet
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Im(B)

-

11

v

1 >
< T T T T >

0 1 2 3 Re(A)

’K(‘jzc'js konvergencia és periédus 1:[] 2+:[] diff.:[] N/A:-l

ﬁe(p) K] 0

4. dbra. Bal oldal: Az 2 (valdés) dimenziéju szelet Im(A) = 0, Re(B) = 0, és a mi
paraméter teriink benne (a hatarat a kozépen lathaté csepp alaki sziirke vonal jeldli).

Jobb oldal: A mi paraméterteriink.

Az abra a leképezések egy konform invarians tulajdonsagat jeloli: a kritikus pontok mint
pont par konvergenciajat. Numerikus modszerrel négy esetet kiilonitettiink el. Fehér: a
kritikus pontok ugyan ahhoz a ponthoz konvergdlnak. Sarga: ugyan ahhoz a legalabb
kettd hosszi orbithoz konvergalnak. Tiirkiz: Kiilonboz6 orbitokhoz konvergalnak.
Fekete: Legaldbb az egyik nem konvergal.

reprezental Ma-ben, igy is egy nagyon érdekes részét fedi le az (Im(A) = 0, Re(B) = 0)
szeletnek, 1. [ dbra. Ez a paraméter szelet azonban nem tekintheté 1 dimenzids
komplex szeletnek, csak 2 dimenzids valds szeletnek, mivel a ¢ — (Re(c), Im(c)) valos
linearis leképezés nem teheté komplex linearissa. Masképp mondva ez a szelet nem
tekintheté My részsokasaganak komplex értelemben, csak valés értelemben. Az ilyen
valds szeletekrél kevesebb irodalom van. [I7]-ban példdul csak egy ilyen jellegii szeletet
emlitenek meg, az Ggy nevezett valés Mao-t (Im(A) = 0, Im(B) = 0). Ezen tér pontjai
azoknak a konform ekvivalenciaosztalyoknak felelnek meg, amelyeknek van csupa valés
egyiitthatoval felirhatd eleme.

7. Hiperbolikus leképezések és pozitiv Ljapunov-exponens megjelenése

Definicié: Azt mondjuk, hogy az f : C > C leképezés tigul az X C C kompakt f
invarians részhalmazra nézve, ha X egy nyilt Nx kornyezetén létezik olyan p konform
metrika, amelyre a kovetkezo teljesiil: Vz € X,v # 0: || Df.(v)||, > ||v|l.. Itt a Df,
leképezés az f derivéltleképezése, ami formélisan a z és f(z) pontokban 1év6 érintéterek
kozott hat, igy aztan v a z-beli érintotér egy tetszoleges nem 0 vektora.

Ez a definicié a Riemann-gombi konform struktira fogalomkorével dolgozik, amit
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mar targyaltunk a szakaszban. Az ott bemutatott egyszerii metrika reprezentacié
segitségével egyszerlibben is meg tudjuk fogalmazni a p-re vett kritériumot. Ehhez u-t
egyszeriien a p > 0 sima nyujtasfiiggvénnyel reprezentaljuk, a kordbban mar megadott
gombi metrikdhoz viszonyitva. Ebben az esetben az elobbi kovetelmény atalakul a
|df(2)] p(z)
i)

|dz]
Az f raciondlis tortfiggvényt, illetve a hozzd tartozé J Julia-halmazt

feltétellé, ahol most |df(z)| és |dz| a gdmbi metrikara vonatkozdéan értendd.

hiperbolikusnak nevezzik, ha f J-re nézve tagul. J kompaktsaga miatt ekkor 1étezik

olyan a > 1 taguldsi konstans, hogy az erésebbnek t{ind |Cf£l(z|) L >q (”f(z) feltétel is teljesiil
J minden pontjaban. J kompaktsagdbdl és a p > 0 nyujtasfuggveny folytonossagabdl

az is kovetkezik, hogy K < oo szam, hogy Vz € J: 1/K < p(z) < K.

7.1.  Hiperbolikus Julia-halmaz Ljapunov-exponense pozitiv

Az el6ébbi definicidkat és észrevételeket felhasznalva megallapithatjuk, hogy a
hiperbolikus leképezések Julia-halmazon vett (alsé) Ljapunov-exponense pozitiv a

sztenderd gombi metrikara nézve: a z pontban vett )\, alsé Ljapunov-exponens definicié

szerint A, = lminf, oo 2in (|f () [f (f)] - [f (f"74=2)) ). (Mostantdl a

fejezet végéig az |f (x)| jelolés alatt az ‘72(;)‘ erteket értjik a gombi metrikara

vonatkozo6an. )
J pontjaiban ezt a mennyiséget egyenletesen tudjuk alulrél becstilni a kévetkezo médon:

plz) _pf(z) p (S (2)
( )

A, > liminf lln

n—oo M

- a

a a cra———
p(f(2)) p(f(f(Z))) p(fr(z))
_ g L n_ P2) : a®\ _
= T}l_)ralo ﬁln (CL m) Z 7}1_)1{.10 nln (KQ) = ln(&) >0
Ebbol tehat azt kapjuk, hogy a Julia-halmazon a leképezés alsé Ljapunov-exponense

pozitiv:
Ay =inf{),:z € J} >in(a) >0

A megforditas is igaz. Ehhez el6szor megmutatom, hogy pozitiv als6 Ljapunov-
exponens létezésébol kovetkezik, hogy bizonyos iterdcié szam utan a leképezés tagulo lesz
a sztenderd metrikaban, ezutan pedig egy ismert tétel segitségével mar készen lesziink.

7.2.  Pozitiv also Ljapunov-exponens létezésébol kovetkezik a hiperbolikussdg

Tegyiik fel hogy A; = b > 0. Ekkor a hatarérték definicidjat és f’ valamint f iterdltjainak
folytonosségat kihasznalva:

vee s timint in (15 G 1F GG - 1f () 1) 2 b=
V€ N5 in (I 1P GED] o1 (PN @) ) 2 30—

Vz e JAN,3e, > 0:Vz € JN B(z,€,) : In (|f’(g;)| AL @) (N @) |) > N,
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(Megjegyzés: N,-t itt most szandékosan nem kiiszobindexként definidljuk, ezért e, > 0
létezése egyszertien f°V:= derivaltjanak folytonossdgabdl kovetkezik.)

J kompaktsaga miatt taldlhat6 a fenti tulajdonsaggal rendelkezé véges (m elemszamu)
fedés: {(z;,€;,N;):i€1...m}, hogy J C ,T_UnlB(zi, €;) és igy

VeeJJIiel..m:xeBlz,a) = |f @) [f(F@)] .. |f (N )| > e

A kritikus pontokban a Ljapunov-exponens mindig —oo, tehat pozitiv Ljapunov-
exponens létezése esetén a kritikus pontok nem lehetnek a Julia-halmazban. fgy a
derivélt sehol sem tiinik el J-n. [’ folytonossagat valamint J kompaktsagat kihaszndlva
adodik, hogy egyenletesen tudjuk alulrél becsiilni f/-t valamilyen ¢ € R konstans
segitségével az aldbbi médon: Vz € J : |f'(2)] > e % Minél nagyobb ¢-t véalasztunk
annal gyengébb alsé becslést kapunk, az egyszeriiség kedvéért most mégis tegyiik fel,
hogy ¢ > 0.

Most prébéaljuk meg alulrél becsiilni ‘(fOM)’ (z)’—et feltéve, hogy z € J és z €
B(zi,, €;,) valamint NV;, < M

) @) = TP e = T 1 el IT 1 e = e T 17 @)

Tovébb folytatjuk az alsé becslést. Mivel z € J ezért fNu(z) € J is teljesiil
a Julia-halmaz invariancidja miatt (3.1). Tegyiik fel, hogy f°™i(z) € B(zy,e€:)
és N;, + N;, < M, ekkor wjabb alsé becslést kapunk: Hf;:&l frfom(z)) =
3 Nia Hfiﬁ]\}il‘f'Niz f(f°"(2))|- A becslést indukciéval egészen addig folytathatjuk amig
Nj, 4+ Ni, +...+N;, < M, és akkor allunk le amikor N;, > M — (N;; + Nj, +...+N;,).
Bevezetve az N = max{N;} jelolést és kihaszndlva, hogy N > M —(N;, +N;,+...+N;,),
avagy N;, + N, +...+ N;, > M — N a kovetkez6 alsé becslést rakhatjuk ossze:

M-1

(1) ()] z eBar) T )] > Ve ()

’I’L=]\fi1 +...+Nik

Most mar csak azt kell biztositanunk, hogy az exponencidlis hatvénykitev$ (M —
N)% — Ngq pozitiv legyen, azaz (M — N)2 > Ng & M > (%q%—l) N teljesiiljon.

Példaul az M = P(QTTI’)—‘ N vélasztas megfelelo. Ezen M érték segitségével definialjuk

d = eM-N3-Ne 5 Jet. A alsé becslés értelmében Vz € J : [(foM)(2)] > d
a sztenderd gombi metrikara vonatkozéan, ami definicié szerint azt jelenti, hogy f°M
tagul J-n.

Vizsgédljuk a derivélt értékét egy altalanos k = ¢- M +r (0 < r < M) kitevl esetén.

e~

M 0 jeloléseket barmely z € J esetén teljesiil:

Bevezetve a 7y := d/M > 1 és ¢ := <

|(f°k)/(z)| — ‘(foM)/ (fOZM(Z))’ﬂ |f/ (foé-M—s—j(z))l > dle 9T > dk/M% _ C'Vk

~
—_

Il
o

i
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Ez latszélag valamivel gyengébb mint a korabbi tagulds definiciénk, de voltaképpen
mégis kovetkezik bel6le a hiperbolikussiag [24, Tétel 2.8]. (Megjegyzés: az idézett
cikkben a hiperbolikussag egy masik definicidjat hasznaljak, mint amit mi bevezettiink,
de raciondlis tortfiiggvények esetén a két definici6 ekvivalens [16] §19].)

7.8.  Hiperbolikus és pozitiv Ljapunov-exponensi leképezések jellemzései
Az eddig kifejtett gondolatmeneteket Osszetéve megkapjuk a dolgozat egyik 6 tételét.

Tétel: Pontosan azok a kvadratikus raciondlis tortfliiggvények hiperbolikusak,
amelyeknek a Julia-halmazra vett (alsé) Ljapunov-exponense pozitiv.

A raciondlis tortfiiggvényekre vonatkozo hiperbolikussdg és a Ljapunov-exponens
kapcsolatat ilyen egyszerti direkt moédon targyald allitasra eddig nem leltem a
szakirodalomban. Ennek valdsziniileg az a f6 oka, hogy a komplex dinamikai rendszerek
szakteriiletén a matematikusok mas fogalomrendszerrel dolgoznak és a Ljapunov-
exponens fogalma helyett legtobbszor inkabb a fejezet elején definidlt tagulas fogalmaval
dolgoznak. Matematikailag a két fogalom nagyban hasonlit, a bizonyitéds utolsé 1épésben
egy kapcsolodé allitast fel is hasznaltam. fgy ez a tétel matematikai szempontbdl talan
kevésbé érdekes, a fizikai rendszer és a matematikai lefras kozotti hatékonyabb fordités
szempontjabol mégis nagyon hasznos. Ezzel tehat a szétarunk egy 1j fontos elemmel
boviilt:

A Julia-halmazon vett Ljapunov-exponens pozitiv <> f hiperbolikus leképezés (S2z8)

A két fogalom kozotti direkt kapcsolat megértése utan batran hasznalhatjuk a hi-
perbolikus leképezésekre vonatkozé matematikai eredményeket a leképezések klasszi-
fikalasara. Az imént emlitettiik, hogy a raciondlis tortfiiggvények hiperbolicitasdanak
sok ekvivalens jellemzése van. Most, hogy a fenti ekvivalenciat megmutattuk a dolgozat
hatralévo részében attériink egy kézzelfoghatobb jellemzésre, ami egybdl mutatja majd
a feltart kapcsolat hasznossagat:

Tétel [16, §19]: Egy kvadratikus raciondlis tortfiiggvény akkor és csak akkor
hiperbolikus, ha mindkét kritikus pontja egy-egy vonzé periodikus orbithoz tart.

Ez a tétel konnyen beazonosithatéva teszi a hiperbolikus leképezéseket. A mi
paraméterteriinkben azok a paraméterek vezetnek hiperbolikus dinamikara, amelyek
afdl dbrén ki vannak szinezve (vagyis nem feketék). Az dbrédbol arra kovetkeztethetiink,
hogy széles paramétertartomanyokban jelennek meg azok a leképezések, amelyek erds
értelemben Ljapunov-instabilak a Julia-halmazukon. Ez az dbra ugyan csak numerikus
szamitas eredménye, de szerencsére ez a klasszifikdcio numerikusan aranylag stabil.
Konnyen meggondolhaté példaul, hogy hiperbolikus leképezések paramétereit kissé
perturbalva még mindig hiperbolikus leképezést kapunk. Ezt masképp megfogalmazva
gy mondhatjuk, hogy a hiperbolikus leképezések nyilt halmazt alkotnak May-ben (illetve
Raty-ben).

A hiperbolikus leképezések amellett, hogy viszonylag regularisan viselkednek, eléggé
stirtien elé is fordulnak. Az dltaldnos hiperbolicitdsi sejtés [16, §19] ennél tébbet is
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sugall, a sejtés szerint a hiperbolikus leképezések siirtien helyezkednek el a racionalis
tortfiiggvények terében.

8. Négyféle hiperbolikus dinamika

Mint mar emlitettiik, a hiperbolikus leképezések paraméterei nyilt halmazt alkotnak
az My paramétertérben. A sejtés szerint rdadasul striien is helyezkednek el, tehat
valamilyen értelemben tekinthetjiik tipikusnak a hiperbolikus viselkedést.

A hiperbolikus leképezések viszonylag regularis viselkedésbdl kovetkezik az is, hogy
a Julia-halmazok folytonosan transzformalédnak hiperbolikus paraméteren keresztiil
[16, §19]. A hiperbolikus paraméterek nyilt halmazanak egyes komponenseiben 1évé
paraméterek tehat valamilyen értelemben hasonlé dinamikat frnak le. Az Mj tér
ezen Osszefliggd nyilt halmazait hiperbolikus komponenseknek nevezik. A hiperbolikus
komponensek 4 osztélyba sorolhatéak dinamikai szempontbdl [17]. Az osztélyozas preciz
megfogalmazdsahoz még be kell vezetniink egy fogalmat

Definicié: egy zy = f(20) vonzé periodikus pont kdzvetlen vonzdskdrzete
alatt az f°" fliggvény iteraltjai altal zg-hoz konvergalé pontok nyilt halmazénak azon
komponensét értjiikk, amelyben maga zy is benne van. Ezt ekvivalens médon ugy is
megfogalmazhatjuk, hogy zy kozvetlen vonzdskorzete a Fatou-halmaz zp-hoz tartozo
osszefliggdségi komponense.

Most mér jellemezhetjiik My hiperbolikus komponensek 4 lehetséges osztéalyat [19]:

B tipus (Bitransitive): A két kritikus pont ugyanazon periodikus orbit két
kiillonb6z6 pontjanak kozvetlen vonzaskorzetébe tartozik. Ebben az esetben az orbit
hossza természetesen legaldbb 2.

C tipus (Capture): A két kritikus pont ugyanazon periodikus orbithoz tart,
de csak az egyik tartozik valamelyik periodikus pontjanak kozvetlen vonzaskorzetébe.
Ebben az esetben is belathatd, hogy a megfelel6 orbit hossza legalabb 2.

D tipus (Disjoint attractors): A két kritikus pont két kilénb6z6 vonzéd
periodikus orbit vonzaskorébe tartozik.

E tipus (Escape): Mindkét kritikus pont ugyanahhoz a vonzé fixponthoz tart.

A 4-bél 3 tipus tekinthetd kozelebbi rokonnak, a B, C és D tipusuak. Az elébbi
harom tipusu hiperbolikus komponens mindegyikébdl végtelen sok van Ms-ben, mig
E tipusubdl csak egy. Tovabbi hasonldosdg, hogy az elsé harom tipushoz tartozo
Julia-halmazok Gsszefiiggoek, sot lokalisan is Osszefiiggdek. Kozben az E tipusu Julia-
halmazok teljesen szétesettek, a Cantor-halmaz folytonos transzformaltjai.

A mi altalunk vizsgalt leképezés csaldd mind a négy tipusu hiperbolikus leképezést
tartalmaz, s6t mar csak a valds paraméterti leképezések is belemetszenek mind a 4
tipusi komponensbe, 1. [0 dbra. Nehéz azonban kiilonbséget tenni a B és C tipusi
dinamika kozott, mert el kell hozza kiiloniteni a Fatou-halmaz kiilonb6zé komponenseit,
hogy kideriiljon mindkét kritikus pont a vonzd orbit kozvetlen vonzaskorzetében van-e.
Ehhez viszont a komponenseket elhatarolé Julia-halmazt kell kiszdmolni, ami sokszor
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(c) C tipus: p = —0.14+0.6753; Re(z) € [-5,5] (d) D tipus: p = 1.14 + 0.764; Re(z) € [—4, 4]

5. abra. Julia-halmazok és a 4 fajta dinamika. A valds és a képzetes skila megegyezik,
a kozéppont mindig a 0. A piros karikak jelolik a 0-hoz tartozé vonzé periodikus orbit
pontjait, mig a tiirkiz a co-ét. Mind a 4 dbra esetén volt egy-egy vonz6 pont ami nem
fért rd az dbrara, igy a szélén a megfelel6 iranyban egy nagyobb fél karikaval van jelolve.

nehéz feladat. Az abran a B és C tipusinak szinezett pontok esetén a programom
automatikusan kiszamolta a Julia-halmazt és addig finomitotta amig kielégitonek nem
itélte az osztalyozas szempontjabdl. Ezutdan megkereste a komponenseket és ez alapjan
osztalyozta a leképzést. Ez a folyamat idonként tul sok eroforrast igényelt volna, erre
az esetre egy kiilon szin utal, ahol nem sikeriilt numerikusan megnyugtaté eredményre
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6. dbra. Az E, D és {C,B} tipusu hiperbolikus halmazok elkiilonitése numerikusan
egyszerl, mert csak a két kritikus pont hatar ciklusait kell megfigyelni. Tulajdonképpen
a [l é&brén is ez az osztdlyozds lathaté. Viszont a B és C tipusok elkiilonitéséhez
a Fatou-halmaz bizonyos komponenseit kell elkiiloniteni. A periodikus orbithoz vald
konvergencia faziskiilonbsége azonban numerikusan egyszeriien meghatarozhato, és
segit az osztalyozasban. Példaul a 0 faziskilonbség csak C tipusi komponens esetén
lehetséges. A jobboldalihoz hasonlé médszerrel késziilt mas paraméterabrak talalhatoak

itt: [27]

jutni valami miatt.

Hidba probaltam az algoritmust optimalizalni, nem sikeriilt szépen kirajzolnom a
jobb oldali hatart a két fajta komponens kozott, sot még egyéb helyeken is megjelentek
zajos részek. Kozben eszembe jutott, hogy ha teljes klasszifikaciot nem is, de sziikséges
feltételt tudok adni a C tipust komponensek osztalyozasara. Az alap otlet, hogy ha
a két kritikus pont ugyanabban a fazisban éri el a vonzé periodikus orbit kozvetlen
vonzaskorzetét, akkor nem lehet B tipusu, mert B tipus esetén eleve faziseltolasbol
indulnak a kritikus pontok. Ezt a faziseltolast mar lényegében ugyanolyan egyszerii
volt szdmolni, mint a4 dbra kozos konvergencia tulajdonsdgat.

Mésik elénye az [6D] dbrén bevezetett jelolésnek, hogy az igy kapott osztdlyzés
fizikailag is jol interpretalhaté. Az E tipusu dinamika esetén a rendszert barmelyik
bazisdllapotbdl inditva ugyanabba az allapotba fog konvergalni a rendszer. D tipusu
leképezés esetén kiilonbozo oszcillalé allapotokba tart a rendszer a két kiilonbozo
bazisallapotbdl inditva. A {B,C} tipusi dinamika esetén ugyanabba az oszcilldld
allapotba jut el a rendszer de esetleg kiilonbozé fazisban.

Meggondolhatd, hogy a hiperbolikus komponenseken beliil ez a bizonyos faziseltolas
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fi\« X Sote Hel

(a) p: [0.05,0.3] x [0.554, 0.84] (b) p: [1.12,1.18] x [0.73i,0.79i]

7. dbra. Az abra két kozeli nagyitasa. A kritikus pontok konvergencidjanak
faziseltolodasai fraktdl szerti &abrat hoznak létre a Julia-halmazokhoz hasonld
formavildggal. Fzen feliil jol latszodnak a mindenfelé megjelen6 kicsi Mandelbrot
halmazokra emlékezteto szigetek.

alland6. A gondolatmenet nagy vonalakban a kovetkezd: maga a vonzé periodikus
orbit, és annak nyujtdsa (derivaltja) folytonosan valtozik a paraméterekkel. S6t
a periodikus pontok egész, kicsi kontraktiv kornyezetében is folytonosan valtozik a
derivalt. (Kontraktiv kornyezet alatt a periodikus pont egy olyan kicsi € > 0
sugari kornyezetét értjitkk, amire megszoritva foperiodushosss) ooy kontrakeié, azaz
Lipschitz konstansa kisebb mint 1.) Ezekbe a kicsi kontraktiv kdrnyezetekbe egy id6
utan végérvényesen beleesnek a kritikus pontok iteraltjai, és innentdl a faziseltolas
meghatarozott lesz. Viszont a kritikus pontok egy kontraktiv kornyezetéig tartd véges
hosszu utja is folytonosan valtozik. Ebbol arra kovetkeztethetiink, hogy az adott
faziseltolasu leképezések nyilt halmazt alkotnak a paramétertérben. Am a komponensek
osszefiiggdek, tehat valoban az egész komponensen beliil dllando a faziseltolas.

Ennek a kis eszmefuttatasnak és a kiszamitott abraknak meglepé tanulsaga volt.
Tobb komponens, amit egybefiiggonek gondoltam el6tte, fraktalszertien felhasadt sok-
sok apré részre, 1. [l &bra. Ez a felhasadds leginkdbb a C tipusi komponensekre
volt jellemzo, és ilyenkor az adott paraméterekhez tartozé Julia-halmazok hasonld
mintazatokat mutattak a paramétertérben megjelend komponensek hatarvonalaihoz.
Erre késébb egy eléggé kézenfekvé magyarazatot is taldltam, amit majd a kovetkezo
szakaszban vildgitok meg, ahol is a valés paraméterek esetén tapasztalhaté dinamikat
vizsgalom meg.



Eqgy qubites kdosz és kapcsolata a komplex dinamikus rendszerekhez 23

9. Szimmetridk és alkalmazasaik dinamikai vizsgalatokra

A szimmetridk segitségével sok hasznos tulajdonsagat tudjuk levezetni a
leképezéseknek, illetve a megfeleld Julia-halmazoknak. (Az f, leképezéshez tartozd
Julia-halmazt réviden csak J,-vel fogjuk jeldlni.)

Az f, leképezést szemiigyre véve az alabbi szimmetridkat olvashatjuk le:

(a) Ellentett szimmetria: f,(z) = f,(—2) = J, = —J,.
(A kovetkeztetésben felhasznaltuk J, teljes f, invariancigjat.)

(b) Konjugalds paraméterben és valtozéban egyszerre: f5(Z) = f,(2) = J5 = J,,.
Maésképp megfogalmazva f,(z) = % = [, ugy hat C-n mint f7 hat Cn
= J, = Jp. Specidlisan, ha p € R akkor J, = J,,.

(c) p tiikrozése a képzetes tengelyre és invertalds z-ben: f_;(z) =1/f,(1/2) =
J_3 =1/J,. Speciélisan, ha p € i - R akkor J, = 1/J,.

Van még két specidlis eset, ami az eddig felsorolt Osszes szimmetridaval rendelkezik, sot
még az i-vel vald szorzas is szimmetriaja:

(1) Ha p = 1 akkor f(iz) = 1/f(2), és f(1/z) = —f(z) tehdt f°%(1/z) = f°%(z) és
[°3(iz) = f°3(z), amibdl megint csak J invariancidjat kihasznalva J; = 1/J; = i-J;.

(i) Ha p = ¢ akkor f(iz) = —1/f(2), az eddigi szimmetridkat és J invariancigjat
kihasznélva adédik, hogy J; =i - J;. Tovabbé f2(Z) = f2(2) = J; = J;.

A szimmetridk els6é alkalmazdsaként megmutatom, hogy p € i - R esetén nem
kaphatunk C tipusu hiperbolikus dinamikat. Ehhez a leképezés illetve a Julia-halmaz
1/z szimmetridjat haszndlom ki. Az 1/z-vel valé konjugalds az f, : p € i - R leképezést
mindig onmagéba viszi, viszont felcseréli a két kritikus pontot a 0-t és a oco-t. fgy ha a két
kritikus pont ugyanahhoz a periodikus orbithoz tart (azaz f, B vagy C tipusi), akkor ez
a periodikus orbit maga is invaridns kell hogy legyen. Kozben az 1/z leképezést a Julia-
halmazt és igy annak komplementerét a Fatou-halmazt is helyben hagyja. Ebbdl az
kovetkezik, hogy ha az egyik kritikus pont nincs benne egyik periodikus pont kozvetlen
vonzaskorzetében sem, akkor a masik sem lehet. Viszont a C tipusi hiperbolikus
dinamika esetén az egyik kritikus pont mindenképpen benne van valamelyik periodikus
pont kozvetlen vonzaskoretében, 1. [ Ez a megéllapitas teljes dsszhangban van a
numerikusan szamitott [6l dbraval.

9.1. p € R hiperbolikus komponensei, és az ket elvdlaszto paraméter értékek
magyardzata

Ebben az alpontban azt a kérdést vizsgdlom, hogy milyen dinamikat kapunk akkor, ha
cos(x)  sin(z)

: forgasmatrixot valasztunk. A
—sin(z) cos(x)

az U unitér transzformacionak egy [

targyaldsban és a szamitasok soran szokas szerint a p paraméterrel fogok dolgozni. A
forgasmatrixoknak éppen a valés p paraméterek fognak megfelelni, a forgatas szoge és
a p paraméter kozotti Osszefliggést pedig a p = tan(x) azonossag adja.
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8. dbra. Julia-halmazok és dinamika a valés egyenesen, a jelolés rendszer ugyanaz, mint
az bl dbrdn. (a-h) esetén az dbrédzolt tartomény [—2,2] x [—2i,2¢], mig (i-p) esetén
[—2.5,2.5] x [—2.51,2.51]

Visszatérve a szimmetridkhoz, ha p € R, akkor R = RU{oo} is invaridns fp-re, mert
fp Osszes egytitthatdja valds. Ezért aztan a leképezés iteraltjai, sot annak derivaltjai is
valosak lesznek. Ez kényelmessé teszi a kritikus pontok nyomon kovetését is, mivel
elég a valés dinamikéjukat vizsgalni. (Ez a fizikai rendszer szemszogébdl nézve valami
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olyasmit jelent, hogy a Hilbert térnek a |0) , |1) bazisvektorok altal generalt valds altere
invaridns a leképezésre.)

A p = 0 érték esetén a kritikus pontok egyben szuper vonzé fixpontok lesznek, tehat
D tipusu hiperbolikus dinamikat kapunk. A hiperbolicitas viszont nyilt tulajdonsdg a
paramétertérben, tehét kicsi p-kre is mind a 0, mind a co egy-egy vonzé fixponthoz fog
tartani. A leképezéseket vizsgédlva kidertil, hogy ez egészen addig igy is marad, amig
a fixpontok el nem romlanak. Ezt a feltételt a kovetkezd (valds) egyenletrendszerekbe
tudjuk belestiriteni:

fo(2) =2 1 1 DLo ~ 40.227083
—4-1/2v3 -3, z10== [ 1+ V3F \/2V3 : 9
f;( y=1 P12 3 V3 ) 21,2 5 + \/—:F V3 210~ 1.37 F0.93 (9)

z

fo(2) =2 ] 1 / p ~ +0.68125
f;(2)=—1}p_i 2¢§_3’Z—§(_1_¢§¢ 2\/3){z%—1.37$0.93

Az igy kapott p értékek megegyeznek a paraméterabrainkon (pl. [6] dbra) taldlhaté
D — E — C tipusu atmeneteknél lathaté nem hiperbolikus paramétereknek. Némi
szdmoldssal és a szimmetridk alkalmazdséval beldttam, hogy az egész |p| < 3 2v/3 -3
korlap a p = 0 paraméter hiperbolikus komponensében van (ldsd alpont). A
p = % 2v/3 — 3 eset kiilonosen érdekes. Ebben az esetben is a kordbbi fixponthoz
fog tartani a 0, de ez a fixpont tobbé nem lesz vonzd, csak neutralis, hiszen a derivaltja
éppen 1. Ilyen esetben parabolikus leképezésrol, illetve Julia-halmazrél beszéliink. A
kiilonlegessége ennek a paraméternek, hogy egy nagyon komoly fazisatalakuldson megy
keresztiil a Julia-halmaz ebben a pontban. Ezt a jelenséget gy hivjak, hogy parabolikus
felrobbands, (néha Osszeomlds) [20], hasonld jelenség figyelheté meg a Mandelbrot
halmaz szélén a ¢ = 1/4 érték esetében.

p € (%\/2\@ -3, \/2\/5 — 3) esetén a 0 és a végtelen ugyanahhoz a fixponthoz

tart, és a Julia-halmaz folyamatosan atalakul. p = v/2v/3 — 3 eset megint érdekes, itt is
egy parabolikus Julia-halmazzal van dolgunk, de itt nem tapasztalhato a robbanéasszert
atalakulds mint az el6z6 esetben. Itt amellett, hogy az egyik fixpont neutralissa valik
megérkezik a két ellentétes imaginarius iranybol a ketté hosszi ciklus, és egybeolvad
ezzel a fixponttal. Kicsit nagyobb paraméterek esetén pedig megint csak szétvalik a trio,
de immar valds értéket vesznek fel. Kozépen a taszité fixpontot korbefogja a két vonzd
periodikus pont. A 0 és a oo pedig ”atpartol” a vonzova vald ketté hosszu ciklushoz.
Itt is van parabolikus robbands, csak itt képzetes iranyban haladva a paramétertéren
tapasztaljuk. Képzetes iranyban haladva itt jelenik meg a fekete tenger is, amelyik
sok-sok nem hiperbolikus paramétert rejt magdban.

Az a két atmenet, amelyet eddig targyaltunk mind valamelyik vonzé orbit
parabolikussd valdsara volt visszavezethetdé. Az ilyen jellegli valtozdsok hatara
altaldban Mandelbrot halmaz szerti [17]. Ez magyardzza, hogy miért jelennek meg a
paramétertérben mindenfelé kis ” Mandelbrot emberkék”.

A p > V23 — 3 értékek esetén el6szor C tipusi Julia-halmazok jelennek meg.
Aztan egy id6 utan atvaltanak B tipusiba. A valtas oka pedig, hogy a 0 egyszer csak
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rapottyan a Julia-halmazra. Konkrétan egy instabil fixpontra esik ra 2 1épés alatt. Ezt
a jelenség egy egyenletrendszerrel kifejezve, a p = 0, z = 0 trividlis megoldast leszamitva
egy valés megoldast talalunk:

B(z) =2 | p= {1+ /26027 + {1 /26727 ~ 152138 (10
f;2(0) ==z z=-p

Ennél a p értéknél nagyobb értékekre mindig B tipust dinamikat tapasztaltam.

Ezen feliil még a C tipusi komponensen beliil is van egy valtés, ez esetben a 0 harmadik
iteraltja révén pottyan ra az instabil fixpontra. Megint csak egy valds megoldas lesz, a
p = 0,z = 0 trividlis megoldast leszamitva. Ez esetben azonban nem adhaté meg zart
gyokjeles alakkal a megoldas:

folz) = 2 } p ~ 0.741356 a1)
f;’Q(O) =—z 2z~ 2.17868

Ezeknek az atmeneteknek a megértése altal magyarazatot taldltam arra is, hogy a
C tipusu hiperbolikus komponensek esetén miért lattunk fraktalszeri hatarvonalakat a
komponensek szélén. Ha ugyanis 0 nem olyan siman a valds tengelynél keresztezi a Julia-
halmazt, ahol csak egy pont ”vastagsagii”, hanem egy masik altalanos iranyban, ahol
bonyolultabb a fraktalszerkezet, akkor sokszor fogja a Julia-halmazt keresztezi. Ez pedig
a hiperbolikus komponensek elaprézodasahoz vezet, hasonlo struktiraban mint a Fatou-
halmazok. Amikor a kritikus pont iterdlt képe a Julia-halmazt keresztezve az egyik
Fatou-komponensbol egy masikba jut a paraméter valtoztatasa révén, akkor tipikusan
a hatar ciklushoz valé érkezés fazisa is megvaltozik, ezért lehet ezeket a valtozasokat
jol abrazolni a fazis eltolédas segitségével. fgy tehat megtalaltam a Julia-halmazok és a
C tipusu hiperbolikus komponensek paramétertérbeli hatarvonalai hasonlésdganak okat
is, vo. [Ta] < + [5d] 4brék.

A paramétertér és a Julia-halmazok vizsgilata soran ugy taldltam, hogy ezzel
sikeriilt teljesen osztalyoznom a valds p paraméterekre megvalosulé dinamikat.

9.2. A p =0 paraméter koril lévo hiperbolikus komponens

A kovetkezd gondolatmenet soran azt vizsgaljuk, hogy milyen a dinamika akkor, amikor
a valasztott U unitér transzformdaciéo nincsen tdl tdavol az identitastél, vagyis a p
paraméter a 0 egy meghatarozott kornyezetébe esik.

Az eredmény matematikailag ugy fogalmazhaté meg, hogy p = 0 paraméter
kortil fekvd, az elsé parabolikus paraméterig terjedd, nyilt korlaprél sikeriilt precizen
megmutatnom, hogy pontjai mind egy hiperbolikus komponensbe tartoznak. A
bizonyitas lényege, hogy mutatok egy z = 0 korili a leképezésre nézve zsugorodo
korlapot, és alkalmazom ra a Banach fixponttételt. Ezzel bebizonyitom, hogy a 0
kritikus pont egy vonzé fixponthoz tart. Mivel ezt megmutatom a nyilt korlap minden
paraméter pontjara, ezért a szimmetria tulajdonsagokbol kovetkezni fog, hogy a masik
kritikus pont is egy vonzé fixponthoz tart. Ez onnan lathaté, hogy 0 kritikus pont f,
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szerinti viselkedése ugyanaz oco-nek f_5 szerinti viselkedése. A megfelel6 orbitok kozott a
megfeleltetést az 1/z leképezés adja (ez a Mobius-transzformécié vonzé fixpontot vonzé
fixpontba visz.). A p = 0 koriili korlapot pedig a képzetes tengely mentén vald tiikrozés
(p <> —p) 6onmagdaba viszi, ezzel kész a redukcid.

Kideriilt a probalkozasok soran, hogy érdemes a p paraméter abszolit értékével
aranyos sugaru korlapot venni z = 0 koriil. Hogy a lehetd legtobb paraméterre miikédjon
ez az eljaras az a ardanyszamot @D—ben megjeleno z; és p; értékek hanyadosanak vettem:

a:i:%<1+\/__\/m> :%(\/72+4N§—3(1+\/§)> ~ 1.91745

D1 % 2v/3 -3

Tehét arra az esetre koncentralunk amikor |p| < pi(< 1/4) és |z] < alp|(< 1/2),
ekkor példdul f,(z) nevez8jének abszolit értékére |1 — pz?| > (1 — |p||z]*) > 0 teljesiil.
Tovébba a |z| = a|p| korvonalrél megmutathatd, hogy a |z| < a|p| kérlapra képzédik:

1fo(2)] < alp| <=12> 4+ p| < alp||l = p2°| <= |2|* + |p| < alp|(1 — |p||z|*) <=
0 < —a®lp|* — a®p]* + alp| — |p| <= [p| < >

(A —a’z? — a’x? + ax — x polinom valés gyokei épp 0,p;.) Mivel [p| < p; és
|z| < alp| esetén f,(z) nevezbje sosem 0 ezért a |z| < alp| nyilt korlapon f, egy
korlatos komplex analitikus fiiggvény, ami raadasul folytonos a korlap hataran is. fgy

alkalmazhaté a maximum modulus elv, mely szerint lr‘naﬁﬂ Hr(2)]) = |1}1a:|><|(| fo(2)]).
z|<alp z|=alp

Ezzel bizonyitottuk, hogy a |z| < a|p| korlap tényleg énmagéra képzodik f, altal [p| < p,
estén.

Ahhoz hogy a Banach fixponttételt alkalmazhassuk még be kell bizonyitani, hogy
a leképezés kontrakcié. Ehhez elég bizonyitani, hogy a derivalt kisebb mint 1 az egész
|z| < a|p| kérlapon. A maximum modulus elv miatt megint elég lesz csak a |z| = alp|
koriven ellenérizni a feltételt. —ban mar kiszamoltuk a derivalt értékét, most a
|z| = a|p| koriven vett kovetkez6 becsléshez fel is hasznéljuk:

22(1 + |p[?)

A-p 22| " L= 202](1+[p]*) <1 =522 <= 2[2[(1 + [p*) < (1 = [pl[2*)* =

2alp| + 2alp|® + 2a*p]* — a*p|® < 1 <= |p| <m;

(A 2ax + 2ax® +2a?2® — a*2® — 1 polinomnak megint 2 valés gyoke van p; és 1.01108....)

Ezzel készen is vagyunk. Belattuk, hogy |p| < p; esetén a |z| < a|p| korlapot f,
onmagara képezi, és |p| < p; esetén a derivalt az egész (zart) korlapon kisebb mint 1,
tehat a leképezés kontrakcié. Ezért alkalmazhato a Banach fixponttétel. fgy azt kapjuk,
hogy egyetlen fixpontja van a leképezésnek, amelyik raadasul vonzo, és a korlap minden
pontja ide konvergal, beleértve a 0 kritikus pontot is. Ahogy mér emlitettiik szimmetria
okokbdl hasonléakat mondhatunk a masik kritikus pontrél is. Ezzel tehat belattuk hogy
a paramétertér p = 0 koriili p; sugaru nyilt korlapja egyazon D tipusu hiperbolikus
komponenshez tartozik. Ennél nagyobb korlapra hasonlé allitds nem teljesiilhet hiszen
a p = p; paraméter mar egy parabolikus leképezéshez tartozik.
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Nagy paraméterek esetén hasonld tritkkok alkalmazhatoak f kétszeres iteraltjara,
de ott nem jonnek ki ilyen szépen a becslések. Az eredmény sokkal gyengébb volt, csak
egy meglehetésen nagy korlat feletti |p| esetén garantdlta, hogy az Gsszes paraméter
ugyanabba a B tipust komponensbe tartozzon.

9.3. A walés tengelyen megjelend hiperbolikus komponensek kozponti paraméterei

Van még egy érdekes és szép tény, ami segit abban, hogy kicsit jobban attekintsiik
a leképezéseket: a B, C és D tipusba tartozé hiperbolikus komponensekhez
mindig talalhaté pontosan egy kozponti paraméter [17], amihez tartozd leképezés
poszt kritikusan véges, azaz a kritikus pontok iteraltjai elobb utébb periodikussa
valnak.  Ezekhez a kitiintetett paraméterekhez tartozé Julia-halmazok altalaban
szimmetrikusabbak mint a tobbi. fgy a komponens tobbi leképezéséhez tartozo Julia-
halmazra gondolhatunk gy mint ezen kozponti Julia-halmaz eltorzitott verzidira. Az
egyetlen E tipusi komponensben viszont nincs olyan paraméter, amelyhez tartozo
leképezés poszt kritikusan véges lenne.

Meggondolhatd, hogy a komplex konjugélassal valé leképezés konjugalas: (Z)o fo(Z)
My egy tiikrozését valdsitja meg a valés Ms-re nézve, és poszt kritikusan véges
leképezéseket poszt kritikusan véges leképezésekbe visz. EbboOl a szimmetriabdl az
kovetkezik, hogy azoknak a hiperbolikus komponenseknek amelyeknek van pontja a
valos My-ben sziikségszertien a kozéppontja is itt van.

A mi esetiinkben egy kivétellel ezek a valés Msy-beli kozéppontok a mi valds
tengelyiinkre esnek. A D és B tipusi komponensek kozéppontjai a p = 0 és p = oo
paraméterek, amikor a 2% illetve —1/2? leképezéseket kapjuk. A p = oo eset ugyan
szigoru értelemben nem része a paraméterteriinknek, de mind fizikailag megvalésithato,
mind a tagabb My térnek valddi eleme, csak a paraméterezésben korabban megtett
x —tan(z) valtds miatt tinik szingularis paraméternek. Ez tobbek koézott azt is jelenti,
hogy kritikus p-je felett a megjeleno Julia-halmazok mind egyszerti zart gorbék, a
korvonal folytonos deforméltjail

A nagyobbik C tipusi komponens kézéppontja a p = 1 paraméter, az ehhez tartozd
leképezést a szimmetridi miatt mar korabban targyaltuk. Ez esetben a kritikus orbitok
igy alakulnak: 0 — 1 — oo & —1. Lathatd, hogy a két kritikus orbit azonos fazisban
éri el a kett6 hosszusagu hatarciklust. Tehat ez a leképezés egészen biztosan C tipusu.

A maéasik C tipusu komponenssel kapcsolatban meggondolhato, hogy a poszt
kritikusan véges esetben az egyik kritikus pontnak 3 iterdlas utan kell a masikra esnie.

A leképezés ami ezt a feltételt teljesiti felirhaté a mi leképezésinkhez hasonlé alakban:
2241/2
_22+1 )

azonban ezzel ekvivalens leképezés nem szerepel a mi paraméterteriinkben.

10. A Julia-halmaz ,,stlirtisége” - a Hausdorff-dimenzié

A Julia-halmaz éltaldban egy bonyolult fraktdl alakzat. Kiilonbozé paraméterek
esetén nem csak a Julia-halmaz alakja de a ,slriisége” is valtozik — tipikusan a
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hiperbolikus komponensek széle felé haladva novekszik a ,strliség”. Az abrazolaskor
ez ugy csapddik le, hogy ardanyaiban tobb képpontba metszenek bele a Julia-halmazok,
ugymond ,,vastagabb vonallal” kell kirajzolni 6ket. Ezt értelmezhetjiik gy, hogy az
egész rendszerre nézve kiterjedtebb kéosz jelenik meg. Ezt az intuitiv stiriiség” fogalmat
matematikailag legjobban a fraktal dimenzié definicidja ragadja meg.

A dimenzid becslésére mar masok is tettek kiséretet a mi leképezéscsaladunk esetén
[26]. Emellett az altaldnos elméletbél is ismertek bizonyos tények, pl. hiperbolikus
leképezések esetében a Hausdorff-dimenzi6 a 2-t nem érheti el [24]. En is tébb médszert
kidolgoztam a dimenzié becslésére. Az els6é mdodszer az egyszeri dobozdimenzid becslés,
amit a programom automatikusan elvégez a Julia-halmazok képeinek kiszamitasa

kozben.
p=20.9 p=1 p=1.1 p=12
n | dimenzié n | dimenzié n | dimenzié n | dimenzié
8 |0 8 | 1.5238765 8 | 1.5728163 8 | 1.5809414
9 10.2273147 9 | 1.5610281 9 | 1.5724021 9 | 1.5827146
10 | 2 10 | 1.5684662 10 | 1.5724537 10 | 1.5826675
11 | 1.8439448 11 | 1.5658422 11 | 1.5724764 11 | 1.5828243
1210 12 | 1.5653924 12 | 1.5724698 12 | 1.5829021

13 | 1.4265245 13 | 1.5655340 13 | 1.5724754 13 | 1.5829471
14 | 1.7028159 14 | 1.5655534 14 | 1.5724765 14 | 1.5829632
15 | 1.5825297 15 | 1.5655480 15 | 1.57247618 15 | 1.5829627
16 | 1.5267613 16 | 1.5655474 16 | 1.57247620 16 | 1.5829635
17 ] 1.5623723 17 | 1.5655476 17 | 1.57247617 17 | 1.5829627
~ | 1.5... ~ | 1.56554... ~ | 1.572476... 1.58296...

Q

1. tablazat. A dimenzié becslése a legfeljebb n periédust pontokban vett derivaltak
alapjan. Alul a dimenzi6 értéke kiirva a konvergencia sebessége alapjan empirikusan
vélt pontossagig. Lathato hogy a modszer a nagyobbik C tipusi komponensben p = 0.9
kornyékén kezd értelmes értékeket produkalni n = 17 esetén. Utana gyorsan javul
a helyzet, p = 1-ben mar megbizhatd 5 tizedesjegyi becslést kapunk. A komponens
(geometriai) kozepe felé haladva a helyzet tovabb javul.

Ez a modszer azonban lassan konvergalé becsléseket adott. A wvalds tengely
mentén a 0 kornyékét leszamitva a becslések tobbnyire csak az elsé tizedesjegyig
voltak megbizhatéak. Taldltam azonban egy médszert, ami hiperbolikus Julia-halmazok
esetén szuperexponencidlisan konvergdlé becsléseket ad a Hausdorff-dimenziéra [23]. A
szamitott becslések pontatlansaga kvadratikus leképezések esetén legfeljebb a - e‘b'”%)
lesz. Az n szam itt azt jeloli, hogy legfeljebb milyen hosszi periodikus orbitokat
hasznalunk a becslés elkészitéséhez. Ha figyelembe vessziik, hogy a legfeljebb n hosszu
periodikus pontok szdma N = 2"+ akkor azt kapjuk, hogy a becslés soran kiszamitott
pontok szamanak fiiggvényében a konvergencia nem exponencidlis de még mindig
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szuperpolinomialis. Ez még mindig nagyon erés konvergencia, de a konkrét 0 < a,b
konstansok viszont nagyon erdsen fiiggenek az adott leképezéstol, ezért a gyakorlatban
ez a modszer sem mindig célravezetd, altaldban a hiperbolikus komponensek széle felé
kozeledve lassul le a konvergencia.

A médszer alapvetéen a periodikus pontokban vett derivaltak alapjan becsli a
dimenziét. Ebben a f6 nehézség a periodikus pontok kiszamitdsa. A [23]-ben kozolt
algoritmus a Mandelbrot halmazra volt kihegyezve. A program egy tigyes triikkel a
¢ = 0 paraméternél megjelend 22 leképezés trividlisan szamolhaté periodikus pontjainak
folytonos mozgasat koveti le a paramétertérben. En ugy modositottam a programot,
hogy a mi paraméterteriinkre is miikodjon az eljards. De sajnos a mi valtozatos
paraméterteriinkben sok periodikus pont elveszik 1ut kozben. fng tudtam tovabb
javitani az algoritmust, hogy p = oo-ben is kiszamoltam a periodikus pontokat, és azokat
is elvittem a kivant p-értékbe. Koriilbeliil n = 17-ig, azaz megkozelitéleg 2'® periodikus
pontig sikeriilt veszteségmentesen megoldani a feladatot. Az ezzel a mddszerrel kapott
becslések lathatéak az [[les tabldzatban.

Szerencsére hiperbolikus Julia-halmazok esetében a dobozdimenzi6 és a Hausdorft-
dimenzié megegyezik [25], ezért a kétfajta becslési médszer eredményeit jél 6ssze lehet
vetni, illetve esetleg lehet 6ket kombindlni. Remélhetéleg a mddszerek finomitasaval el
tudom érni, hogy a valds egyenesen egy megbizhato dimenzié grafikont tudjak generalni.
Még vannak mas dimenzié becslési modszerek is, remélhetéleg a jovében a meglévo
modszerek ezen 1j eljarasokkal vald otvozése célra vezet majd.

11. Ka&osz a teljes allapottéren - a Riemann-gomb mint Julia-halmaz

A paramétertér nem hiperbolikus, kozépso , fekete tengerében” a legtobb paraméterre
ugy tlint mintha a Julia-halmaz nagyon siirti lenne, esetleg talan az egész Riemann-
gomb. FEzekrdl a leképezésekrol sokdig semmit nem tudtunk mondani. Téavolrdl sem
olyan egyszerii a helyzet a paraméternek példaul a képzetes tengelyén mint a valds
tengelyen volt. Viszont még mindig vannak szép szimmetridk amik talan segithetnek a
megértésben. A legszimmetrikusabb esetet kezdtem el a vizsgalni, nevezetesen amikor
p = 1, hatha a szimmetridk révén juthatok valahova.

A leképezéssel kisérletezve egyszer csak feltlint, hogy az iteraltak mutatnak egyfajta
2-es periodicitast (ldsd @ A kapott abrakbdl egyértelmiinek tint, hogy a leképezés
minden kezdo6 allapotra instabil, és hogy kell lennie valamilyen nagyon szép mogottes
strukturanak.

Ahogy elkezdtem matematikai eszkozokkel tilizetesen vizsgdlni a leképezést
rajottem, hogy a p O: 1 esethez hasonldan ez is egy poszt kritikusan véges leképezés:

0 -4 — —1 = 1« —1 < —i + oo A kiilonbség, hogy itt az 1 egy instabil
fixpont. A szakirodalmat olvasgatva késobb arra is rdjottem, hogy ez igazabdl egy
Lattes leképezés [21]. Az is kideriilt, hogy ezek a Lattes leképezések fontos szerepet
jatszanak a kvadratikus raciondlis tortfliggvények korében, és mindossze 8 db [21] van
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9. dbra. A p = ¢ paraméterhez tartozo f; leképezés iteraltjainak vizualizacidja. Minden
abrén a [—2,2] x [—24,2i] tartomany szerepel aszerint szinezve, hogy |f7"| > 1(fekete)
vagy < 1 (fehér). Jol lathaté egyfajta periodicitds, minden 2 iterdcids lépés utan az
egybefiiggd azonos szinii tartomanyok 2 fehér és 2 fekete tartomanyra bomlanak fel.

1 =+

beloliik My-ben. Ebbdl 2 pedig a p = +i paramétereknek, avagy U = \/Li L1
i

unitér kapu valasztasanak felel meg!

A Lattes leképezések kiilonlegessége, hogy a toérusz nytdjtva forgatasaibdl
szarmaznak. A komplex sikot lefaktorizalva egy racshalé mentén toruszt kapunk.
A téruszbdl ugy kapunk gombot, hogy a torusz ellentett pontjait megfeleltetjiik
egymasnak. (Az ellentettet most a komplex szamsikon vett reprezentacié segitségével
értelmezziik.) A gémb alatt Riemann-gémbét értve, ezt a C +— T — C osszetett
leképezést Weierstrass p fliggvénynek nevezik:

1
Pz w, ¢) = _+ ZQ¢O(z+mw+ngp) _(mw—irngo)?)
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ebben a formuldban (w,y) a rdcs generatorai. A mi esetiinkben az (1,7) lesznek a
generatorok, vagyis a komplex szamokat a Gauss egészekkel faktorizalva kapjuk majd a
relevans térusz feliiletet. A forgatds és nyujtas pedig az 1+ i-vel vald szorzas lesz. Mivel
ez a leképezés a z-t és —z-t egymas ellentettjébe viszi ezért egy egyértelmii leképezést

definidl a Riemann-gémbon is. Az indukalt leképezés pedig nem més, mint i%.

z+1
z—1

Ezt a leképezést az Moébius-transzformacioval a kivant alaktura hozhatjuk:

2+1 2241 z+1 241 ()P +1 241 2241
o+ o = o

177 2z Cz—1 z-1 2iE  Z—1 (R —1)
2= (z2+1)+i(2z*—1) (1xdi)z2+(1F19) 2*Fi Fuil2)
i(—tﬁ) 1 (24+1D)TFi(2—-1) QT2+ 1xi) TFiz2+1 T

A dolog kiilon szépsége, hogy a hasznalt Mobius-transzformacié igazabdl egy izometria,

tehat csak egy bazisattérést hajtottunk végre, ha a Hilbert-tér nyelvén akarjuk
megfogalmazni.

A torusszal vald kapcsolat megértése utdn mar érthetd, hogy miért olyan
szabalyosak és ismétlodé mintazatiak a @ abra képei. Es mér az is vildgos, s6t
matematikailag is bizonyitott[I6, §7], hogy ebben az esetben a Julia-halmaz tényleg
az egész Riemann-gomb lesz!

Ez fizikai szempontbdl nagyon jelentos eredmény. Eddig ugyanis csak egy 0
tertiletii fraktalon tudtunk kaotikus dinamikat kimutatni, most pedig hirtelen az
egész allapottéren valédi kdosz jelent meg. A Julia-halmaz tulajdonsdgai miatt a
kovetkezd nagyon erds allitas teljesiil: Tegyiik fel, hogy a rendszer kezdeti allapotat
e pontatlansiggal ismerjiik. Ekkor barmely € > 0 estén létezik olyan N(e) € N korlat,
hogy a folyamat N(e) iterdldsa utdn a rendszer allapotérdl semmi biztosat nem tudunk
mondani, a rendszer tetszéleges dllapotba eljuthat a kezdeti bizonytalansag okén! A
rendszer emellett kozel van ahhoz, hogy explicite Ljapunov-instabil is legyen.

A téruszon vilagos, hogy a rendszer Ljapunov-instabil, a tagulasi konstans pedig
|1 +14| = /2, avagy a Ljapunov-exponens In(2)/2. Ha a térusz metrikajat atorokitjiik a
gombre, akkor a tagulasi konstans értéke nem véltozik. Sajnos az atorokitett metrikdnak
lesz néhany pontban szingularitasa, de ezek kezelheté azaz integralhatd mértékiiek
lesznek. (Az igy kapott metrikat orbifold metrikdnak hivjak.)

11.1. Teljesen kaotikus paraméterek i kozelében

Eddig 2 paraméterrdl sikeriilt megmutatni, hogy ennyire erdsen kaotikus viselkedést
mutat. De valdszintlileg még ennél sokkal tobb ilyen , teljesen kaotikus” paraméter van
a sikunkon, amikhez tartozé Julia-halmaz a teljes Riemann-gomb. Nyomos elméleti
érvek szolnak amellett, hogy a ,fekete tengernek’ egy pozitiv mértékii részhalmaza ilyen
paramétereket fed le.

A komplex dinamikus rendszerek elméletének egy jelentos eredménye, hogy Rats-
ben és Ms-ben is van olyan pozitiv Lebesgue mértékii ponthalmaz, melyek ergodikus
dinamik&ju leképezéseket irnak le, azaz a Julia-halmaz a teljes Riemann-gémb. S6t
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barmely 1 komplex dimenzidés analitikus részsokasag ami keresztiill megy egy Lattes
leképezéssel konjugdlt paraméter ponton, és egy egyszerti nemdegeneraltsagi feltételnek
eleget tesz, az tartalmaz egy pozitiv mértéki ilyen ponthalmazt [22]. (S6t a Lattes
pont tetszoleges kicsi kdrnyezetébe esé részhalmaz is pozitiv mértéki.) Viszont ez a
tétel direktben sajnos nem alkalmazhaté a mi esetiinkben, mivel a mi vagasunk nem

tekinthetd 1 dimenziés komplex részsokasagnak, csak 2 valés dimenzids részsokasdgnak,
24
—pz2+1
szoltunk a paramétertér elemzése soran. Onnan latszik, hogy eredendéen nem komplex

mivel a p — nem komplex differencialhaté paraméterezés. Errél mar korabban

differencialhaté a paraméterezés, hogy p és D egyszerre szerepel benne, ami egy

tisztességes komplex fiiggvénnyel alapvetden nem torténhet meg.
Viszont vehetjiik a (¢,¢) € (]0,2n],C) — —2EH<%e paraméterezését Raty egy

(i—e~*c)z241

’ , . ., , s s . s 2, ip
harom valés dimenzids részsokasdganak. Fix ¢ esetén a ¢ — ~Ztite e
(i—e~c)z2+1

egy komplex egy dimenzids részsokasag analitikus paraméterezése lesz, ezért ezekre a

leképezés mar

részsokasagokra mar alkalmazhato a tétel. A kapcsolat a mi paramétercsaladunkkal,
hogy az Im(c) = 0 szelet épp a mi leképezéseinket adja vissza. Ezen altalanos
paraméterezési séma szerinti két komplex egy dimenzids részsokasag lathatéd a [10]
abran. A ¢ = 0 esetnek felel meg , valamint a ¢ = 7/2 eset egy természetesebben
paraméterezett verziGja lathaté [L10b}n.

(a) [=2,2] x [~2i,2i] 5 a — At (b) [~1,3] x [~2i,2i] 3 b — 25t

(i—a)z2+1 bz2+1
10. dbra. A mi paraméterteriink . abra) p = i-be eltolt valds illetve

képzetes tengelyének egy komplex dimenzidos sokasaggd kibovitett verzidi. Ezekben
a részsokasdgokban van egy pozitiv mértéki halmaz, aminek pontjaihoz tartozo
leképezések Julia-halmaza az egész Riemann-gébmb. A mi paramétertertinkkel vett
metszetek a nyilak segitségével vannak jelolve. A szinek jelentése megegyezik az [6D]
abran hasznaltakkal.

A nemdegeneréltsagi feltétel azt irja el6, hogy a kritikus pontok véges orbitjai
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valjanak szét a paraméter valtoztatasaval. Vagyis esetiinkben a kritikus pontok
harmadik és negyedik iteraltjai ne essenek egybe. Precizen:

0 (f20(0) = 2,(0)) 0 (1o (00) = 12 (o))
dc 70 oc

0 0

40 (12)

A ¢ = 0 esetben értéke mind a két kritikus pontra —4 + 44, mig ¢ = 7/2 esetén

mindkét kritikus pontra —4 — 8i a derivalt értéke. Bevezetve az F, = (f2*(0) — f2*(0))

jelolést ez azt jelenti, hogy % = —4 4 47, illetve 8%% = —4 — 8i, avagy a teljes
Jacobi matrix a kovetkezo:
ORe(Fp) ORe(Fp)
% = laaIR%(é) aallnz%s)] = [ - _4] (13)
ap i 8Re(pp) 8Im(p13 i 4 =8

Kihaszndlva, hogy fix ¢ esetén f(, . konform azaz komplex differencidlhaté leképezés
c-ben, valamint hogy a mi paraméterteriinkkel vett metszet az i-n keresztiillmend tan(y)
meredekségli egyenes, a kovetkezo Osszefliggést kapjuk:
o4 03 T
0 (20 = 7Zs @) 17" or,
Ip

Jc i sin(yp)

7

cos(y) ] 14

0

Mivel a —ben kifejtett Jacobi matrix nem szingularis ezért sosem lehet 0. fgy
a nemdegeneraltsagi feltétel teljesiil a 0 kritikus pontra barmely rogzitett ¢ estén.
Ugyanez a szamolas érvényben marad a masik kritikus pontra, a oco-re is, mert az elején
kiszamolt két derivalt értéke megegyezett.

Most méar tehat biztosan &llithatjuk, hogy barmely rogzitett ¢ esetén kapott
részsokasagokban pozitiv mértékti halmazt alkotnak az ergodikus dinamikaju
leképezések a ¢ = (0 paraméter tetszoleges kicsiny kornyezetében. A Fubini
tétel alkalmazdsaval, és némi mértékelméleti megfontolds [22] utdn levonhatjuk a
kovetkeztetést, hogy bérmely ¢ > 0-ra a [0,27] x B(0,¢) térrészben van egy a
haromdimenzids Lebesgue mérték szerint pozitiv mértéki részhalmaz, amely kizardlag
ergodikus dinamikaju leképezéseket tartalmaz. Ezek utan eléggé az intuicionkkal
ellentétes lenne, ha pont a mi szeletiinkbe nem jutna elegendé a "teljesen kaotikus”
paraméterekbol.

12. A folyamat kisérleti megvaldsitasanak lehetdségei

A kvantumszamitégépek elméletének[6] egy korai alapvetd fontossagu eredménye, hogy
barmely kvantum kapu halézat (quantum circuit), avagy barmely qubiteken haté
unitér operator egzaktul helyettesitheté egy olyan kvantum kapu halozattal amely csak
egy qubites kapukat és CNOT kapukat tartalmaz [7, §4.5]. Az egy qubites kapuk
megvaldsitasa altalaban egyszeriibb, mivel azok nem okoznak 6sszefondédast. Tovabba
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az is ismeretes, hogy barmely egy qubites unitér operator tetszoéleges pontossaggal
kozelithetd a tobbnyire egyszertien megvaldsithaté H és T operatorok megfeleloen

1|1 1 1 0
H=—"— .
\/5[1 -1 0 e”/‘l]

Elméletei jelentosége és kisérleti nehézségei miatt a C'NOT operator kisérleti

valasztott kompoziciéval [7), §4.5].

T —

megvalositasa a kvantum szamitogépekkel kapcsolatos egyik legtobbet vizsgalt
problémava valt. A kérdés kiemelt fontossdga miatt nagyon sokan foglalkoztak a C NOT
operator kisérleti megvaldsitasaval. Ennek eredményeként maéara szamos kiilonb6zo
rendszerben demonstraltak a CNOT mikodését.

Mivel a mi iterativ protokollunk eleve csak egy qubites kapukat és C NOT kapukat
tartalmaz, ezért szamos fizikai rendszer kinalja magat kisérleti megvaldsitas céljabol.
Szémos rendszer van amelyikben minden sziikséges elem kisérletileg is rendelkezésre
all a protokoll megvaldsitasara. A kovetkezdkben a teljesség igénye nélkiil felsorolunk

A CNOT operator els6 kisérleti demonstraciéjat 1995-ben végezték el a mara
mar Nobel-dijas David J. Wienland csoportjaban [§]. Az altaluk alkalmazott
csapdazott ionokon alapulé kisérletek késobb bonyolult tobb qubites 0Osszefont
rendszerek megvaldsitasara is alkalmasnak bizonyult, és a kvantum szamitégépek
megvaldsitasanak egyik legigéretesebb irdanyvonalava valt [9]. Egy sokban rokon, masik
kvantumszamit6gép megvaldsitasanak lehetdségét példdul NMR, kvantum pétty, stb.[11]
rendszerekben is.

Sok szempontbol érdekes alternativa a linedris optikan alapulé megvaldsitasi
méd. A nyilvanvalé elénye ennek a mddszernek, hogy nagyon egyszerit modulokbdl,
nyalabosztokbol, tiikrokbol és fazistold optikai elemekbdl allithatd Ossze a rendszer.
kisérleti demonstrécidja kapcsan elért sikerek [14) [I5]. Nehézséget jelent viszont, hogy
nem linearis operaciokat — mint amilyen a C NOT is — nem trividlis megvalésitani. Erre
ad vélaszt a mérések révén effektiv nemlinearitést bevezeté KLM-protokoll [12] 13]. A
fotonok viszonylag egyszert eloallithatésaga nagy ismétlésszamot tesz lehetévé ami a

//////

13. Altaldnositott protokoll tetszdleges kvadratikus racionalis
tortfiiggvény altal leirt dinamika megvaldsitasara

Az altalanositas lényege, hogy a C NOT kapu helyett egy altalanos U két qubites kaput
alkalmazunk az azonosan preparalt qubit parokra. Megmutatom, hogy az U — mérés
— posztszelekcid séma képes tetszoleges kvadratikus raciondlis tortfiiggvény dltal leirt
dinamika megvaldsitdsdra (14sd [6] szakasz).
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Tegyiik fel, hogy a qubitjeink |1)y) = «|0) + 3 |1) allapotban vannak. Ekkor a qubit
parok szorzat dllapota o [00) +a3 [01) +aB [10) + 3% [11) lesz. Nézziik, hogy mi torténik
egy altalanos két qubites unitér kapu hatasara:

Uil Uz Uiz U o? up0? 4 (ug2 + uiz)af + uy4 3
Ul Uz U2z Ugq| af _ U910 + (2o + Ugz) 3 + U2y 5 (15)
U3zl Usz U3z Usg af uz1 0 + (ugz + ugz) oS + uga 5
Ugp U Ugg  Ugg B Ug1 0 + (Uao + wgz) 3 + wga 5

Most tegyiik fel, hogy megmérjiik az els6 qubitet és a masodik qubitet csak
akkor tartjuk meg, ha 0-t mértiink az els6 qubiten. Ha az elsé qubiten a
mérés eredménye 0, akkor a megtartott mdasodik qubit allapota [¢y) = N’ -
(ur10® + (ugz + wiz)af + uia8?) |0) + (ug1a® + (ugz + usz)aB + ugy3?) 1)) lesz, ahol N’
a mérési valosziniiségtol fliggd normalasi faktor. Tovabb alakitva a |¢) allapotot és
bevezetve az 1j N normalasi faktort kapjuk a kovetkez6 még szebb alakot:

2
U1y <%> + (u12 + u13)% + U1g
N.

2 2
N. (Una + (w2 + uiz)aB + unfB 10) -+ |1)

U102 + (Uge + Ugz)f + Uy 52

0)+11)) -

2
Uzt (%) + (ug2 + U23)% + Uy

A szakaszban leirtakhoz hasonléan bevezetve a z paramétert lathatjuk, hogy a
megvaldsulo leképezés a kovetkezo kvadratikus raciondlis tortfliiggvénnyel irhato le:

2
U112° + (U12 + U13)Z + U4
U122 + (Uga + Ug3)Z + Uy

(16)

Az els6 természetes kérdés, hogy eldall-e igy minden kvadratikus raciondlis
tortfiiggvény, tekintetbe véve, hogy az wuy. és uo egylitthatok egy unitér matrix elso
két soranak egytitthatdi. Az unitér feltételt kifejezhetjiik 3 egyenlet formajaban:

U U1+ Utz + UTsUi3 + Ul urs = 1 (normaltsag)
Us U1 + UdglUog + UssUsg + Usytog = 1 (normaltsag) (17)

Uy U21 + UlgUsg + UT3Usg + Ul usg = 0 (merdlegesség)
Masik bazisban kifejtve a fenti egyenleteket a kovetkezo ekvivalens alakot kapjuk:

uiuny + (urn + ui3)” - (w12 + uiz) /2 + (wgz — ug3)™ - (w12 — u13) /2 + ujyuig = 1
sy Uay + (Uge + U23)* - (ug2 + ugs) /2 + (ugg — U23)* (ugg — ug3) /2 + usyusy =1 (18)

Uy 21 + (ure + U13)* - (ug2 + ugs) /2 + (w12 — U13)>k - (uge — usgg) /2 + uj ug =0

az’+bz+tc
dz2+ez+f
leképezés megvaldsithato. A képlettel Osszevetve ez formalisan annyit tesz, hogy

I\ € C\ {0} mellyel az

Meg szeretnénk mutatni, hogy tetszoleges z — kvadratikus racionalis

U = A\a (u12 + u13) = b Uy = A

(19)
U9 = Ad (ug2 + ug3) = e Ugy = Af
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egyenloségek egyszerre teljesiiljenek.  Behelyettesitve a egyenletekbe a
egyenldségeket és bevezetve (u1a — u13) = Az és (ugg — ug3) = Ay véltozdkat a kdvetkezd
1j egyenlet rendszert kapjuk:

(Aa)*(Aa) + (Ab)" (Ab) /2 + (Az)" (Ax) /2 + (Ac)*(Ae) = [P (|a|2 + w + |c|2) =1

() + O () /24 0)” () 2+ 07 Of) = P (1a + EEEE ) =

()" () + () () 2+ ()" Ow) /2-+ ") = P (a0 + 255 4 o) =0

Mivel a 3. egyenletet leoszthatjuk |A|> # 0-val az els6 két egyenlet is leegyszertisodik egy

kozos egyenletté, meghatdrozva |\ = 1/ \/ la|? + w + |c|? értékét, de meghagyva

az?+bz+c
dz2+ez+f

racionalis tortfiiggvény ezért az a, b, ¢ egyiitthaték koziil legalabb az egyik nem 0, igy
biztosan nem osztunk 0-val. Az egyenletrendszeriink megoldatlan része még:

egy fazisszabadsagot a A € C\ {0} paraméterben. Mivel egy kvadratikus

b2 +|z|? el? 2
]a|2+%+|d2 = |d? + le| ;Iyl +|f2
a*d—i—w#—kc*f =0

0

A= 2lal’ + [b* 4+ 2[cf? = 2[d* — |e]* = 2|f]* = [|y]* — |2 (20)
B:= —2a*d—b‘e—2c"f = 'y

A kapott egyenletrendszert az tjonnan bevezetett A és B konstansokra vonatkozd
esetszétvalasztassal oldjuk meg.

B=0A>0: A megoldds x =0, |y| = VA és y vélasztdsdban marad egy fzis szabadség.
B=0A=0: A megoldas = 0, y = 0, ebben az esetben nem marad tovabbi fazis szabadsag.
B=0A<0: A megoldas |zr| = v—A, y =0 és = valasztdsdban marad egy fazis szabadsag.

B # 0: Ekkor (20) méasodik egyenletébdl adédéan y = B/x*, és ezt az elsé egyenletbe
visszahelyettesitve az A = |B|?/|z|* — |z|* egyenletet kapjuk. A feltétel miatt
|B|? > 0, amibdl az kovetkezik, hogy az RT 3 r — |B|*/r? — r? fliggvény szigortian
monoton csokken a teljes RT-on. Valamint O-ban vett hatarértéke oo és oo-ben
vett hatarértéke —oo, amibdl az kovetkezik, hogy minden A € R értéket pontosan
egyszer vesz fel. Vagyis az A = |BJ]*/r? — r>,r € RT egyenletnek pontosan
egy megoldasa van, amit most jeloljink r4-val. Ezzel a jeloléssel konnyedén
kifejezhetd a egyenletrendszer megoldasa: |z| = ra,y = B/z*, és ismét egy
fazisszabadsagunk van x megvalasztasaban.

Az a,b,c,d,e, f,x,y és X\ értékek ismeretében az u; és us egyiitthatok egyértelmiien
meghatarozhatdak, és mivel kielégitik a egyenletrendszert, ezért van olyan U unitér
matrix, amelynek wu; és uy. az elsd sorai. Valéjaban Span(u;., us, )= barmely ortonormalt
bazisat valasztva uz, és uy vektornak egy unitér matrixot kapunk.
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az?+bz+c
dz2+ez+f
leképezés megvaldsithaté megfelelé két qubites U unitér matrix (illetve kapu)

Ezzel bebizonyitottuk, hogy tetszoleges f : z — kvadratikus racionalis
valasztasaval. Sot f lényegében egyértelmiien meghatarozza az unitér matrix elsé két
sorat. A )\ paraméterben maradé fazisszabadsdg azt fejezi ki, hogy az unitér matrix
els6 két sordt ugyanazzal az e fazis faktorral beszorozva az indukalt kvadratikus
leképezés nem valtozik, hiszen ez csak egy irrelevans globdlis fazisban moddositja a
qubitek allapotat. Az imént definialt x illetve y valtozékban marado fazis szabadsagot
pedig a kovetkezé moddon értelmezhetjik: Mivel a qubit parok kezdetben szorzat
allapotban vannak, ezért a leképezés szempontjabdl a Span(ujs — Uiz, sy — Us3)
egyiitthatd kombindciok altal kifeszitett altér irrelevéns, igy ennek a relativ fazisa
szabadon megvalaszthato.

13.1. A sikeres O mérés valoszinisége

Ha az els6 qubiten mérési eredményként 0-t kapunk, akkor tehat sikeresen elvégeztiik
az iteracié egy lépését. De ahhoz, hogy a folyamat ténylegesen miikddjon, véges
valoszintiséggel 0-t kell kapnunk mérési eredményként. Azt a valdsziniiséget, hogy az
els6 qubitet megmérve 0-t kapunk eredményiil jeldljiik p(0)-val. A legjobb az lenne, ha
valamilyen als6 korlatot tudnank adni erre a p(0) valészintiségre.

Els6 lépésként megmutatom, hogy tetszoleges (szorzat) éllapotbdl inditva a
leképezést p(0) # 0. A képlet alapjan |tg) ® |tho) : [1o) = «]0) + B]1) kiinduld
allapotbdl U alkalmazéasa utan az els6 qubiten a 0 mérésének valdszintisége:

2 2
p(0) = |U11042 + (u12 +uiz)aB + U14/3)2| + ‘Uleé2 + (u2g + ugz)a + U2452‘

Ha ez a valészinfiség 0 akkor kiilon-kiilon wujia? + (upp + uiz)afB + up3? = 0 és
U1 + (Usz + ugz) B + uzq B2 = 0 is teljesiilne. Most tegyiik fel, hogy 3 # 0, ekkor

2
/\(IZ2 + Abz + e = U11 (g) + (ulz + ulg)g + Uy = 0

5 B
2
9 _ a a
Adz + ez + )\f = U921 (E) + (UQQ + Uzg)g + Uy = 0
is egyszerre teljesiilne. De ez azt jelentené, hogy z egyszerre gyoke az? + bz + c-

az’+bz+tc
dz2+ez+f
tortfiiggvénnyé egyszertisodne, mi pedig feltettiik, hogy kvadratikus. Masként kifejezve

ekkor gzuﬂ ¢ Raty, ldsd képlet. Hasonléan ha 8 = 0, akkor |a| = 1 és igy

nek és dz? 4+ ez + f-nek, ami nem lehetséges mert igy elsofoki racionalis

22 tez+f
egyszerre kéne teljesiilnie u;; = 0-nak és ug; = 0O-nak, ami ismét azt jelentené, hogy
% nem kvadratikus. 2
Miésodik 1épésként fixdljunk le egy [ = % kvadratikus raciondlis

tortfiiggvényt. Megmutatom, hogy ekkor tetsz6leges kezdeti allapot esetén p(0) > my
valamilyen my > 0 f-t6l fiiggé konstanssal. Vezessiik be a pjy)(0) jelélést, ami alatt
a p(0) valészintiséget értjik, feltéve hogy a 2 qubites rendszer kezdetben a |¢) @ [¢)
allapotban volt. Az érveléshez két dolgot kell csak észrevenniink, egyrészt fix f esetén a
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Pl (0) valészintiség a [¢) dllapotoknak folytonos fiiggvénye, mésrészt 1 qubit (normalt)
allapottere kompakt halmaz, igy a pjy)(0) fiiggvénynek van valamilyen my minimuma és
ezt a mininmum értéket fel is veszi valamilyen |1)) dllapotra, azaz my = pjy,)(0). Viszont
Py (0) > 0 definicié szerint és az el6z6 bekezdésben lattuk be, hogy pjy.)(0) # 0, vagyis
Py (0) > Plyy (0) = my > 0, amit bizonyitani szerettiink volna.

22 +e
K1

=, € << 1 fiiggvény
példaja mutatja. Itt a f6 problémat az okozza, hogy a nevezé és a szamlalé gyokhelyei

Sajnos my értéke tetszdlegesen kozel lehet 0-hoz, ahogy ezt a

nagyon kozel vannak egymashoz. Ha az ilyen, kozel elfajulé leképezésektol eltekintiink
és kikotjilk, hogy a kvadratikus raciondlis tortfiiggvény nevezdjének és szamlaldjanak
gyokhelyei nem eshetnek tul kozel egyméshoz, akkor mar van esélyiink valamilyen
globdlis als6 becslés levezetésére is.

Ezzel egy 1j szempontot taldltunk, ami szintén azt mutatja, hogy a dolgozatban
részletesen targyalt leképezés csalad kitiintetett figyelmet érdemel. A dolgozat
bevezetdjében talalhato (1)) folyamatot szemiigyre véve ugyanis lathato, hogy a leképezés
sikerének, vagyis a megfelelé qubit 0 mérési eredményének valésziniisége legaldabb 1/2.
(Bizonyitds: Az x := |a?| jelolés alkalmazédsaval és felhaszndlva, hogy |o?| + |3%| = 1
némi atalakitds révén |o?” + |82 = 22 + (1 — 2)2 = 2(z — 1/2)% + 1/2 > 1/2 adédik.)

13.2.  Magasabb foku raciondlis tortfiigguények

Meggondolhatd, hogy ha azonosan preparalt qubit parok helyett azonosan preparalt
qubit n-esekkel foglalkozunk, akkor a szorzat allapotban n-ed foku tagok jelennek meg,
pl. n = 3 esetén

(@]0) + 81)) @ (]0) + B 1)) ® (]0) + B 1)) =
a®000) + a3 (]001) + |010) + |100)) + B (|011) + |101) + [110)) + 8 [111)

Ha az el6zoekhez hasonléan bevezetjiik a z = % jelolést, és egy normalasi faktor
kiemelése révén az allapotot tgy irjuk fel, hogy az n db 1-est tartalmazdé n qubites
bazisallapot |11...1) egyiitthatdja 1 legyen, akkor az allapot felirdsaban megjelenik az
Osszes z hatvany egészen az n-edikig. Maradva az el6z6 példanal

N (2*-000) + 2% - (|001) 4 [010) + [100)) + z - (J011) +|101) + |110)) + 1 - [111))

alakba frhaté 4t az allapot, ahol N (= /%) szokds szerint a norméaldsi faktort jeloli.

Ezt az alakot felhasznalva és a szakaszban felvazolt gondolatmenetet kovetve ugy
gondolom belathaté, hogy egy jol valasztott n qubites U unitér kapu alkalmazasa utan
az els6 n — 1 qubitet megmérve és csak egy (vagy esetleg néhany) elére meghatarozott
mérési eredményt elfogadva tetszbleges n > 2 foku raciondlis tortfiiggvény altal leirt
dinamika megvaldsithato.

14. C)sszefoglalés

A dolgozatban komoly el6rehaladast tettem a [2] 3], 4]-ben felvazolt fizikai folyamatban
megjelen6 kdosz megértésével kapcsolatban:
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[rtam egy Osszetett programot, aminek segitségével a cikk abrai is késziiltek,
és amely a leképezések hatékony vizsgalatat tette lehetévé. A program elérheto a
honlapomon online és offline verziéban is [28].

Sikeriilt a [4]-ben szereplé 2 paraméter(i unitér transzformacié helyett egy teljesen
altalanos unitér transzformaciéo paraméter terébdl kisziirni a lényegesen kiilonb6zo
dinamikara vezeto paramétereket.

Az igy kapott leképezéseket sikeriilt elhelyezni a lényegesen kiilonboz6 dinamikéaju
leképezéseket tartalmazo ”atlaszban”, My-ben.

Megtalaltam a Mobius-konjugdalas ekvivalencia relaciéjanak fizikai, Hilbert-térbeli
jelentését az altalunk hasznélt Mobius-transzformaciok esetén.

Sikeriilt megérteni a pozitiv Ljapunov-exponens és a hiperbolicitas kapcsolatat.
([4]-ben pozitiv Ljapunov-exponens létezését csak a trividlis U = I eseten lattak be.)

Bizonyos esetekben sikeriilt megbizhaté Hausdorff-dimenzié becsléseket adni.

1 1
Killonosen érdekes a p = 1 avagy U = \/LQ eset. Ezt a leképezést més

-1 1
rendszerekkel kapcsolatban is vizsgéaltak [5], illetve [26]-ben kisérletet is tettek a
dimenzié kiszdmitasara.
1 =+
Tovabba sikeriilt bebi itani, h U=-1L1
ovabba sikeriilt bebizonyitani, hogy az AR

esetén a fizikai rendszer nevezetes Lattes leképezéseket valosit meg, és igy a leképezés

unitér kapu hasznélata

a teljes Bloch-gombon kaotikus dinamikat mutat. Ez nagyon fontos eredmény,
mivel az elotte vizsgalt rendszerek az allapottérnek csak egy 2-nél kisebb dimenzidja,
tehat nullmértéki halmazan mutattak igazi kaotikus dinamikat. Itt azonban az
allapottér egészén jelenik meg a valodi kaosz, vagyis a rendszer viselkedésének teljes
megjésolhatatlansaga. Amellett is sikeriilt érvelni, hogy a paramétertér egy jelentos
része ilyen, az egész gombon kaotikus leképezésekre vezet.

Végil sikeriilt a protokoll kismértékii altalanositasa révén megmutatnom, hogy
tetszéleges kvadratikus racionalis tortfiiggvény altal leirt dinamika megvaldsithato
a vizsgalt fizikai rendszerben, tovabba javaslatot tettem magasabb foku racionalis
tortfliggvények dinamikdjanak kvantumfizikai megvaldsitésara is.

Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani a témavezetomnek Kiss Tamasnak, aki bevezetett ennek
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Fuggelék 1 - Sajat kutatasi feladat bemutatasa, eredmények kiemelése

A témavezet6mtSl azt a feladatot kaptam, hogy a [4] cikkben felvazolt és az [2|
szakaszban kifejtett kvantumfizikai protokoll kapcsan felmerild kérdéseket vizsgaljam.

Az els6 feladatom az volt, hogy osztdlyozzam a leképezések, és megértsem a
szakirodalom alapjan, hogy mely leképezések tekinthetéek ekvivalensnek. Valamint,
amennyiben indokolt a vizsgalt leképezések korét szilikitsem le. Valamint, hogy
probaljam elhelyezni a fizikai rendszer altal megvaldsitott dinamikus rendszereket a
matematikusok altal feltérképezett bévebb térben. Ezekre a kérdésekre részletes valaszt
sikeriilt adnom, amit a 4] [5 [6] szakaszokban részletesen ki is fejtek.

Egy masik fontos feladatom volt, hogy megvizsgaljam a felmeriilé rendszereket
exponencialis Ljapunov-instabilitds szempontjabdl, ugyanis ez a kérdés eddig csak a
legegyszeriibb esetben volt tisztazott, amikor extra unitér kapu nem szerepel a folyamat
lefrdsaban.  Erre a kérdésre is sikeriilt pontos vélaszt adnom azéltal, hogy a [7]
szakaszban leirtak szerint sikeresen 6sszekotottem a pozitiv Ljapunov-exponens fogalmat
egy sokat vizsgalta matematikai fogalommal a hiperbolicitdssal. Ezutan a matematikai
apparatust kovetve a [8l  szakaszban bevezettem egy még finomabb osztélyozdst.
A kibdviilt eszkoztar segitségével a [0  szakaszban egész paramétertartomdnyokrol
lattam be, hogy pozitiv Ljapunov-exponensi leképezéseket takar. Kiilon siker, hogy
a Banach-fixponttétel alkalmazasaval az identitas kiterjedt kornyezetében 1évé U unitér
transzformaciok alkalmazdsa esetén sikeriilt beldtnom a pozitiv Ljapunov-exponens
megjelenését a [9.2] alpontban.

A harmadik nagy kérdés az volt, hogy tudunk-e valamit mondani arrél, hogy mi
torténik dinamikai szempontbdl 2] dbra fektet tengerének leképezéseivel. A sejtés az
volt, hogy itt sok esetben talan az egész Riemann-gémbre kiterjed6 kaosz jelenik meg.
A probléma numerikus instabilitasa miatt azonban nem volt vilagos, hogy errol lehet-e
egyaltalan barmit allitani. Végiil sok kisérletezés utan sikeriilt talalnom egy kitlintetett
paramétert, a p = i-t, ami az U = \/Li :Iiz jil unitér kapu valasztdsanak felel meg,
hogy az indukalt dinamika bizonyithatdéan kaotikus viselkedést eredményez tetszoleges
kezdeti allapot esetén. A részleteteket a|lll szakaszban mutatom be, és kisérletet teszek
tovabbi hasonlé paraméterek 1étezésének bizonyitasara.

Egy masik felmeriilt kérdés volt, hogy tudunk-e valamit mondani a leképezések
kapcsan megjelend Julia-halmazok fraktal dimenziéjarél. A kezdeti nehézségek ellenére
sikeriilt egy hatékony modszert a szakaszban leirtak szerint adaptalnom a mi
esetlinkre, azonban bizonyos régiokban ez a médszer sem nyjt eléggé pontos becsléseket.
Néhéany érdekes esetet ezzel a mddszerrel is sikeriilt lefedni.

Végiil sikertilt a dolgozat elején vizsgdlt sémét a[I3] szakaszban vézolt médon nagy
mértékben altalanositani, ami sok 1j érdekes probléma felé nyitja meg az utat.
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Fiiggelék 2 - Nyilatkozat a szakdolgozataim és a TDK dolgozatom
egymashoz valé viszonyarol

A matematikus BSc-n a szakdolgozatom témavezetéje Dr.  Lovasz Léaszlo, az
ELTE Matematikai Intézet egyetemi professzora volt. A téma egy matematikai
Osszefliggéseket hiven tiikrozo online enciklopédia és tudastar megvalodsitasa volt, és
strukturalis kérdéseinek elemzése volt. A szakdolgozat letélthet6 az ELTE honlapjarol
a kovetkez6 linken: http://www.cs.elte.hu/blobs/diplomamunkak/bsc_mat/2010/
gilyen_andras_pal.pdf

A matematikus MSc szakdolgozatom cime ,Quantum walk based search methods
and algorithmic applications”, amit a 2013-14-es tanév tavaszi félévében adok
le az ELTE-n. A témavezetom Friedl Katalin, a BME Szamitastudoményi és
Informacidéelméleti Tanszék egyetemi docense.

A témadja alapvetéen algoritmikus, kvantum-szamitaselméleti mddszerekkel
targyalja a grafokon valo keresés témakorét. A kiinduldsi pontot Szegedy Mari6é 2004-es
cikke jelenti: Quantum Speed-Up of Markov Chain Based Algorithms, Proceedings of
the 45th IEEE Symposium on Foundations of Computer Science, pages 32-41 (2004)

A szakdolgozatban az ebben a cikkben foglaltaknak a lehetséges altalanositasait
vessziik szamba, illetve feldolgozzunk a téméban azota megjelent szorosan kapcsolédo
cikkeket is.

Mar a témajukbdl is lathato, de ezennel kiilon nyilatkozom réla, hogy mind a BSc,
mind az MSc szakdolgozatom tartalmilag diszjunkt a jelen TDK dolgozatomtdl.


http://www.cs.elte.hu/blobs/diplomamunkak/bsc_mat/2010/gilyen_andras_pal.pdf
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http://ieeexplore.ieee.org/xpl/login.jsp?tp=&arnumber=1366222&url=http://ieeexplore.ieee.org/xpls/abs_all.jsp%3Farnumber%3D1366222
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